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Durante el dltimo cuarto de siglo se ha venido generando
una revolucién en el mundo de las ideas cientificas: el estu-
dio de los fractales y el caos. Las aplicaciones de tales teo-
rias son verdaderamente enormes e incluyen la fisica, las
matematicas, la biologia , la medicina, la economia la lin-
glistica y otras muchas gamas del saber humano. En todas
ellas se dan situaciones que, tratadas con los procedimien-
tos en uso, no pueden ser explicadas satisfactoriamente. El
propésito del presente libro es ofrecer una explicacion so-
mera, accesible a todos, de los antecedentes de dicha re-
volucién cientifica. Se tratard en un principio el concepto
de fractal sélo para descubrir que la mayoria de las figuras
que existen a nuestro alrededor son fractales y que la ex-
cepcion son las figuras geométricas. Después, tras hacer
una revision de la mecénica clasica de Newton y de las
ecuaciones que la describen, pasaremos a estudiar el con-
cepto del caos. El comportamiento de un cuerpo puede ser
estable o cadtico dependiendo de sus pardmetros iniciales.
Creencia comun de los cientificos es que una teoria que
describe los fenémenos de la naturaleza pueda predecir el
desarrollo futuro del sistema que trata, cosa que, veremos,
no es tan exacta como se pensaba y esto tiene numerosas
aplicaciones en la astronomia y aun en la medicina, el estu-
diar el comportamiento dindmico de un érgano tan impor-
tante como el corazén.

La relacion estrecha entre los fractales y el caos puede ser
empleada, asimismo, para tratar de explicar el movimiento
de la Bolsa de Valores, la elaboracion de mapas, la estabili-
dad del Sistema Solar y en fin una gama de fenémenos
muy vasta. La Ultima palabra sobre estos temas adn no ha
sido dicha y queda mucho camino por recorrer.
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l. INTRODUCCION

Hace alrededor de 20 afios se ha estado produciendo una
revolucién en el mundo de las ideas cientificas que no ha
sido conocida por el piblico en general. Han surgido ideas
nuevas muy Utiles para describir y entender la multitud de
fendmenos que se da en diversas ramas del conocimiento.
Nos referimos a los fractales y al caos. Como vera el lector,
las aplicaciones se han dado en los campos de la fisica, las
matematicas, la biologia, la medicina, la economia, la lin-
guistica, por mencionar sélo algunos. Se podré apreciar la
gran amplitud de temas que es posible tratar con estos no-
vedosos conceptos.

En todos los campos del conocimiento que hemos men-
cionado se han dado situaciones que al ser tratadas con los
procedimientos en uso no han podido ser explicadas satis-
factoriamente. Sélo con el advenimiento de las ideas nue-
vas es que ha sido posible progresar en el conocimiento de
fenémenos antes no comprendidos.

En vista de lo antes dicho, consideraremos una gran va-
riedad de fenémenos y situaciones. El propdsito del pre-
sente libro es dar una explicacién somera, accesible al pu-
blico no especialista, de los antecedentes de nuestro sujeto
de estudio. Seré necesario utilizar algunas operaciones ma-
tematicas que no van mas alld de la aritmética; sin embar-
go, el lector no debe espantarse ya que se le llevara de la
mano en forma gradual.

El tratamiento formal de los fractales y del caos se ha
convertido en una rama muy compleja de las matematicas.
Por supuesto que no entraremos en estos espinosos temas.
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Asi, en el caso del caos no trataremos de hablar en térmi-
nos del espacio fase. En este libro los conceptos detras de
estos formalismos matemaéticos los trataremos de manera
accesible.

En el capitulo Il se repasan algunos conceptos elemen-
tales de la geometria que no son conocidos.

En los capitulos Il y IV presentamos algunos hechos ra-
ros que, a pesar de que mucha gente los habia conocido,
no fueron tratados adecuadamente. La posiciéon que asu-
mieron muchos cientificos fue no hacer caso a los hechos
que no se ajustaban con la forma de pensar preponderante
en su época. Una vez que en 1975 Benoit Mandelbrot los
considerd a fondo, se inicid la era de los fractales. Estos ca-
sos ilustran una situaciéon que ha ocurrido en la historia de
la ciencia muchas veces: se tiene la evidencia de algun fe-
némeno, pero ésta no se ve y se soslaya su tratamiento.

En los capitulos v y VI se presenta el concepto de fractal
y de similitud. La idea de fractal nos puede parecer muy ex-
trafla, maxime si empezamos a ver algunas de sus caracte-
risticas: hay lineas con longitud y cosas semejantes. Sin em-
bargo, esta extrafieza se debe a que nos hemos limitado
mentalmente a considerar situaciones que son realmente
ideales, como las figuras geométricas. En la naturaleza es-
tas figuras son la excepcion, mientras que la mayoria de las
figuras que hay a nuestro alrededor son fractales. Aunque
parezca increible, jeste hecho tan contundente no habia si-
do considerado en serio durante muchos siglos por la hu-
manidad!

En el capitulo Vil se presenta el concepto de las condi-
ciones iniciales, crucial en la descripcion de fenémenos fisi-
cos. Este concepto lo descubrié Isaac Newton al resolver
las ecuaciones que describen las leyes que llevan su nom-
bre. El ya se habia percatado de algunos puntos finos que
mencionaremos en este capitulo.
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En los capitulos Vil y IX presentamos en forma muy ele-
mental, y utilizando principalmente operaciones aritméticas
tales como sumas, restas y multiplicaciones, el concepto de
caos. Aqui descubriremos hechos cruciales, como las bifur-
caciones que, con el tiempo, llevan al caos. Nos daremos
cuenta de que el comportamiento de un fenédmeno dado
puede ser estable o cadtico, dependiendo de los valores
de los pardmetros que lo describen.

Una creencia muy importante en la ciencia es que una
teoria que describe los fenémenos de la naturaleza debe
poder hacer predicciones acerca del desarrollo futuro del
sistema que se esté tratando. En el capitulo X se profundiza
lo que significa la predictibilidad. A esto quedan asociados
los conceptos de determinismo e indeterminismo. Estos
conceptos se puntualizan en ese capitulo y la relacién entre
el caos y los fractales se ilustra en el capitulo XI.

Los antecedentes que se han presentado hasta este mo-
mento nos servirdn para aplicarlos en el resto del libro a
una serie de situaciones de gran diversidad y asi, en el ca-
pitulo XII presentamos un ejemplo de aritmética, la secuen-
cia de Fibonacci, que se podria creer que es sélo un tema
divertido. Sin embargo, como se ilustra en el capitulo Xi,
su aplicacién a la ciencia de los materiales, para entender
un descubrimiento hecho en 1984, es crucial; nos referimos
a un nuevo tipo de arreglo de la materia que se llama cuasi-
cristal.

En el capitulo XV se introduce el concepto matematico
de la ley de potencias, y hacemos ver que tiene propieda-
des fractales. Las aplicaciones de las leyes de potencias se
producen en varios campos, aun en la musica, hecho que
se explica en el capitulo xv al estudiar la estructura de fa-
mosas obras de grandes compositores.

Las caracteristicas de los fenémenos cadticos que se tra-
taron en el capitulo Vill se aplican a varias situaciones. La
primera de ellas es la turbulencia, tratada en el capitulo Xxv.
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Desde mediados del siglo pasado se habia intentado sin
éxito comprender este fenémeno. Sélo a partir de la déca-
da de 1990, con ayuda de los novedosos conceptos del
caos, se ha podido empezar a vislumbrar la manera en que
se puede entender este fendmeno, cuya comprensién es
determinante en muchas aplicaciones précticas como, por
ejemplo, la aviacion.

Otro empleo de las ideas del caos se hace en la biolo-
gia y en particular en la medicina, como se puede apreciar
en el capitulo xvil. Fenémenos cardioldgicos se han empe-
zado a ver desde otras perspectivas que han podido dar un
entendimiento mas profundo del comportamiento dindmi-
co del corazén y que posiblemente puedan tener aplicacio-
nes practicas en el tratamiento de varias enfermedades.

En la naturaleza biolégica se han encontrado muchas
estructuras fractales. A pesar de que estas estructuras, co-
mo por ejemplo la de los bronquios, las ha conocido el
hombre desde tiempos inmemoriales, su comprensién co-
mo fractal es muy reciente. Este tema lo tratamos en el ca-
pitulo Xxviil.

La aplicacion de los fractales y el caos al campo de la in-
genieria se presenta en los capitulos XIX y XX. Un problema
importante en la ingenieria civil es la determinacién de es-
tructuras que por un lado sean ligeras y que por el otro
puedan soportar cargas pesadas. Por medio de estructuras
fractales es posible alcanzar tales requerimientos que, en
apariencia, son contradictorios. Por otro lado, el anélisis del
comportamiento de sistemas complejos, como los de una
red eléctrica, por ejemplo, ha empezado a llevarse a cabo
en los Ultimos afos, desde la perspectiva amplia tratada en
el capitulo vill. De este modo se ha podido entender que
una pequefia variacién en los valores de los pardmetros
que rigen al sistema puede cambiar draméaticamente su
comportamiento. Este puede pasar de un comportamiento
estable a uno cadtico.
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En el capitulo XX se presenta una aplicacion de los te-
mas tratados al campo dela lingiistica, mientras que en el
XXIl se resefian algunos elementos de la economia. Aqui ha-
blaremos del interesante caso de la compafiia que se ha
formado en los Estados Unidos, The Prediction Company,
que se dedica a predecir el comportamiento de la Bolsa de
Valores. El éxito financiero de esta empresa, formada por
cientificos que han desarrollado el tema del caos, es algo
sorprendente.

En el capitulo XXill presentamos una manera novedosa
de dibujar mapas geograficos, basada en las operaciones
para construir fractales.

El resto del libro se dedica a estudiar la estabilidad del
Sistema Solar (capitulo XxIv.) y de algunos de sus elemen-
tos, como los asteroides (capitulo Xxv); de Hiperién, que es
un satélite de Saturno (capitulo xxvi) y finalmente de los
planetas (capitulo xxvil). Se ha descubierto en afos recien-
tes que, desde un punto de vista que comprende intervalos
de millones de afios, dentro del Sistema Solar si hay com-
portamientos cadticos. ;Qué le ocurrird? Esta es una cues-
tion todavia no resuelta.

Como podré apreciar el lector, la gama de temas es en
realidad muy vasta. Uno de los puntos interesantes es que
todos estos temas, y muchos otros que por falta de espacio
no hemos tratado, se rigen por el mismo tipo de leyes. Este
es un gran descubrimiento, hecho en época muy reciente,
que en el momento actual sigue siendo un capitulo abierto
a trabajos de investigacién muy activa, realizados por mu-
chisimos cientificos en todo el mundo, incluyendo mexica-
nos. La Ultima palabra sobre estos temas no ha sido dicha
todavia; de hecho aun falta mucho terreno por recorrer.

Iniciemos, pues, nuestro viaje por el camino de los frac-
tales y del caos.
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Il. LA GEOMETRIA EUCLIDIANA. LO
QUE NOS ENSENARON EN LA
ESCUELA

El matematico griego Euclides, que vivié alrededor del afio
300 a. C., escribié los Elementos, una de las obras mas co-
nocidas de la literatura mundial. En ella se presenta de ma-
nera formal el estudio de las propiedades de lineas y pla-
nos, circulos y esferas, tridngulos y conos, etc.; es decir, de
las formas regulares. Los teoremas que nos ensefia Euclides
son los que generalmente aprendemos en la escuela. Por
citar algunos de los mas conocidos:

a. La suma de los angulos de cualquier tridngulo es
180°;

b. En un tridngulo rectdngulo el cuadrado de la hipote-
nusa es igual a la suma de los cuadrados de los cate-
tos, que es el famoso teorema de Pitagoras.

La geometria de Euclides, ademas de ser un poderoso
instrumento de razonamiento deductivo ha sido extremada-
mente Gtil en muchos campos del conocimiento, por ejem-
plo en la fisica, la astronomia, la quimica y diversas ingenie-
rias. Desde luego es muy util en las matematicas.

Inspirados por la armonia de la presentacién de Eucli-
des, en el siglo Il se formulé la teoria ptolemaica del Univer-
so, segln la cual la Tierra es el centro del Universo, y los
planetas, la Luna y el Sol dan vueltas a su alrededor en li-
neas perfectas, o sea circulos y combinaciones de circulos.
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Sin embargo, las ideas de Euclides constituyen una con-
siderable abstracciéon de la realidad. Por ejemplo, supone
que un punto no tiene tamafo; que una linea es un conjun-
to de puntos que no tienen ni ancho ni grueso, solamente
longitud; que una superficie no tiene ancho, etcétera.

En vista de que el punto, de acuerdo con Euclides, no
tiene tamafo, se le asigna una dimensién nula o de cero.
Una linea tiene solamente longitud, por lo que adquiere
una dimensién igual a uno. Una superficie no tiene ancho,
por lo que tiene dimension dos. Finalmente, un cuerpo séli-
do, como un cubo, tiene dimensidon tres. De hecho, en la
geometria euclidiana las Unicas dimensiones posibles son
las que corresponden a los nimeros enteros: 0, 1, 2y 3.

En el transcurso del desarrollo de este libro nos estare-
mos refiriendo a diversas caracteristicas de las figuras acer-
ca de las que trata la geometria de Euclides.
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ll. EJEMPLOS DE ALGUNAS COSAS
RARAS

Una situacién que nos parece comun es medir alguna longi-
tud; como la de una costa, entre dos puntos Ay B (figura 1).

Figura 1. §Cual es la longitud de la costa entre los puntos
AyB?

Una manera de hacerlo seria medir la longitud de una li-
nea recta que une A con B (figura 2). Sin embargo, la costa
es, en general, irregular, por lo que es claro que su longitud
serd mayor que la de la linea recta entre sus dos puntos ex-
tremos. Podriamos ahora tomar como unidad una barra arbi-
traria de longitud H, por ejemplo. Para medir la longitud de
la costa llevariamos esta barra a lo largo de la costa (figura 3)
y contariamos las veces que la barra cabe a lo largo de la
costa desde A hasta B. A este nimero, denotado por Ly, le
llamamos la longitud de la costa.

Nos damos cuenta inmediatamente de que tal nimero
en realidad no es el valor de la longitud de la costa, ya que
por ejemplo, entre los puntos Ay C donde cayd la barra la
primera vez, la longitud de ese tramo de costa no es la de la
barra.

Para mejorar nuestra medicion tomamos otra barra, de
menor longitud, digamos de la décima parte de la anterior,
H/10, y repetimos el procedimiento obteniendo para la lon-
gitud de la costa el nimero L,. Nuevamente podemos afir-
mar, por el mismo argumento que dimos arriba, que no es
exactamente la longitud de la costa.
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Podemos continuar indefinidamente de esta manera, to-
mando unidades cada vez mas y més pequefias. Intuitiva-
mente esperariamos que la sucesion de valores que se ob-
tengan para las longitudes de la costa, medidas de esta ma-
nera, tenderia a alcanzar un valor bien definido que seria la
«verdadera» longitud de la costa. Sin embargo, esto no ocu-
rre. De hecho, lo que sucede es que esta sucesion de longi-
tudes aumenta cada vez mas y mas. Es decir, al seguir el
procedimiento indefinidamente, la longitud de la costa que
se mide se va haciendo cada vez mas y mas grande, esto es,
ila longitud de la costa entre Ay B tiende a un valor infinito!

Este resultado sorpresivo se puede explicar como sigue:
si primero observamos la costa en un mapa de escala 1/100
000 nos daremos cuenta de que tiene algunas bahias y pe-
ninsulas. Si en seguida volvemos a examinar la misma costa,
pero ahora en un mapa que tenga la escala de 1/10 000, es
decir, en una escala mas amplia, apareceran caracteristicas
que no se veian en el mapa anterior. Asi, ahora se ven nue-
vas bahias y nuevas peninsulas. Si se sigue examinando la
costa, pero en un mapa que esté a una escala todavia mas
grande, digamos de 1/1 000, apareceran nuevas bahias y
peninsulas que no se vefan en ninguno de los mapas ante-
riores. Asi podemos continuar indefinidamente.

10
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Figura 2. La distancia recta entre Ay B no es la longitud
de la costa.

Figura 3. Con la barra de longitud H se mide cuéntas ve-
ces ésta cabe entre Ay B.

En consecuencia, al ir cambiando de escala, como van
apareciendo més y mas bahias y peninsulas pequefias, éstas
contribuyen a la longitud que se estd midiendo. Por muy chi-
ca que sea la nueva bahia o peninsula, al ir aumentando la
escala, en algin momento aparecera en el mapa y contribui-
rd a la longitud de la costa.

Si uno cambiara el método de medicion de la longitud,
también se llegaria a la misma conclusién.

Otro ejemplo de este tipo de situacién ocurre al tratar de
medir la frontera entre dos paises. Se puede dar un argu-
mento analogo al que presentamos arriba para la bahia y se
llega a la misma conclusién: jla frontera entre dos paises tie-
ne, en rigor, longitud infinita!

11
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En 1961 el inglés L. F. Richardson presenté una serie de
las mediciones experimentales que hizo de varias costas,
fronteras y cuerpos geométricos regulares. En cada caso fue
cambiando el valor de la unidad de medida H; de esta for-
ma obtuvo el correspondiente valor de la longitud L que de-
notamos como L(H), pues depende de la unidad H. En la fi-
gura 4 se muestran algunos de sus resultados. Se puede
apreciar que al ir disminuyendo el valor de H la longitud L va
aumentando. Sin embargo, se puede ver que la variacién de
L en ciertos intervalos de H no es muy pronunciada.

Podemos ahora preguntarnos lo siguiente: jsi aplicamos
estas ideas a la medicion del perimetro de una figura como
un cuadrado o un circulo, no pasard lo mismo? La linea (d)
de la figura 4(d) muestra el valor de L para un circulo; se ve
que L es siempre el mismo (e igual al valor del perimetro del
circulo, tal como se ensefia en los cursos de geometria) en
todo el intervalo de valores de H en que se hicieron las me-
diciones. Lo que ocurre es que en las figuras geométricas, al
ir aumentando la escala de la observacién NO aparecen es-
tructuras del tipo de bahias o de peninsulas, que eran invisi-
bles en la escala anterior, ya que por definicién, la linea que
delimita a la figura carece de estas estructuras. Por ejemplo,
el circulo se define como el conjunto de puntos que dista
una longitud constante del centro. Por lo tanto, en el circulo
no puede haber algo anadlogo a una peninsula, como en el
caso de la costa.

12
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Figura 4. La longitud de varias curvas depende de la lon-
gitud de medida H. a) Frontera entre Portugal y Espafa.

b) Costa occidental de Gran Bretafia. c) Frontera terrestre
alemana (1900). d) Perimetro de un circulo.

0

Aqui vemos con claridad lo que significa la abstraccion
de la realidad que hizo Euclides, quien no consideré figuras
tales como las de una costa, sino que supuso que sus lineas
no tenfan estructuras que eran invisibles en una escala y visi-
bles en otra. Sin embargo, en la realidad, muchas lineas que
se presentan en la naturaleza si tienen esta Ultima caracteris-
tica.

En este punto esperamos que el lector se sienta incomo-
do. ;Cémo es posible que, por ejemplo, la frontera entre
dos paises no esté perfectamente determinada? Pues, efec-
tivamente, en lo que respecta a su longitud no lo esta. Ri-
chardson menciona que cada pais da un valor diferente a la
longitud de su frontera comun. Por ejemplo, Espafia dice
que su frontera con Portugal mide 987 km, mientras que
Portugal afirma que son 1214 km; segin Holanda su frontera
con Bélgica mide 380 km, mientras que Bélgica reclama que

13



Caos, fractales y cosas raras Eliezer Braun

son 449 km. Lo que sucede es que, al hacer las mediciones,
cada pais utilizd, de hecho, otro valor de la unidad H, y por
tanto obtuvo otro valor de la longitud.

La discusién anterior nos lleva a la conclusiéon inesperada
de que la longitud de cierto tipo de objetos, que mas ade-
lante llamaremos fractales, no tiene un valor bien determina-
do. Su longitud depende de la unidad H que se escoja. Si
dos observadores eligen dos unidades distintas obtendran
dos resultados distintos. |Y ambos observadores tendran ra-
zén! Es decir, este tipo de mediciones no es completamente
«objetivox. Es claro que, en las relaciones entre paises, se
debe reconocer el caracter especial de las cantidades que
se van a medir y llegar a un convenio mutuo sobre cual de-
bera ser la unidad de longitud que se debe seleccionar. De
esta forma se evitaran ambigliedades.
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