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Hace unos 15 afios se acufid el término fractal para descri-
bir ciertas formas geométricas cuya estructura se repite en
cada una de sus partes, y en las partes de sus partes. Hoy
en dia aparecen en la distribucién de las estrellas de nues-
tra galaxia, en las irregularidades de una costa y en el latir
de un corazén. Se ramifican en nuestro cuerpo en alvéolos
y redes neuronales. Se dibujan en la evolucién de los siste-
mas cadticos y constituyen la huella de fallas y fracturas.
Una marca fractal sefala la distribucion de los epicentros
de los temblores, la repeticién de las palabras de un texto
e incluso las fluctuaciones de precios en un mercado. Las
reglas de la geometria fractal se emplean para crear, repro-
ducir; almacenar y transmitir imdgenes. Asi han revoluciona-
do en todos sentidos la manera en la que captamos la ima-
gen del universo.

Pero, ;qué es realmente un fractal?, ;cuéles sus propieda-
des?, ;como y dénde podemos identificarlo o constituirlo?
Estas son algunas preguntas que Vicente Talanquer respon-
de en este texto utilizando ejemplos sencillos de las areas
de la fisica, la quimica y las matematicas. El libro no sélo
pretende que el lector descubra el mundo de los fractales,
sino también que aprenda a recrearlo. Al respecto se han
incluido algunos experimentos sencillos y la descripcion de
programas de computadora (en BASIC) que permiten re-

producir la mayoria de las ilustraciones del texto. Con un li-
gero esfuerzo el libro servird de guia para que el lector cree
sus propios fractales.

Los fractales ofrecen una perspectiva distinta para describir
y estudiar formas y sistemas complejos en la naturaleza.
Asi, resultan de gran interés para los fisicos, bidlogos, mé-
dicos y economistas. El lenguaje de la geometria fractal ha
permeado el quehacer cientifico moderno y el libro intenta
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introducir el diccionario bésico que necesitamos para com-
prenderlo.
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Terminar este libro hubiera sido imposible sin la estre-
cha colaboracién de Glinda Irazoque y todos los estu-
diantes que participaron en el proyecto «Para Saber,
Experimentar y Simular» apoyado por la DGAPAy la
Facultad de Quimica de la UNAM. Gracias al Instituto
Escuela y a sus alumnos de bachillerato por prestarse a
demostrar que con los fractales si se puede; a Ana
Martinez por la lectura va, la lectura viene, y a lvonne
Lépez Pla por el negocio mal pagado de las fotogra-
fias.
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|. Para Empezar

Cuando enfrentamos un problema por primera vez, cuando
queremos comprender cémo funciona una cosa, normal-
mente hacemos simplificaciones. Es tan sencillo como con-
siderar que, si estudiamos el movimiento de un cuerpo,
conviene despreciar la friccion; que si la Tierra se desplaza
alrededor del Sol, ojald que su trayectoria forme un circulo.
Recordemos por un instante el primer dibujo que hicimos
de un atardecer en la playa: el Sol, redondo como plato; las
montanas, triangulos; las gaviotas, dos arcos circulares.

Esta forma de comenzar a entenderse con el mundo
que nos rodea es muy Util tanto si se hace ciencia como en
la vida cotidiana; para qué complicarse mas las cosas. Sin
embargo, no siempre queda claro cudl sea el mejor camino
para lograrlo. Por ejemplo, empefarse en reproducir con
todo detalle un paisaje boscoso utilizando tan sélo elemen-
tos de la geometria clasica (circulos, triangulos, esferas,
etc.) es una tarea ardua y muchas veces improductiva.
Cuando se esta interesado en descubrir cémo surgieron las
formas y estructuras tan diversas y complejas que encontra-
mos en la naturaleza, uno se pregunta si no habré otras ma-
neras de representarlas.

Las figuras comunes de la geometria clasica o euclidiana
no son las mas adecuadas para generar formas complejas
como la hoja de un helecho o el perfil de una montafia. Su
limitacion se debe a que tienden a perder su estructura
cuando son ampliadas; un arco de circulo se transforma po-
co a poco en una recta; la superficie de una esfera se hace
cada vez mas plana. Esto no es precisamente lo que sucede
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con las formas naturales; por ejemplo, la superficie rugosa
de una roca mantiene practicamente la misma complejidad
a varios niveles de amplificacién con el microscopio. Si ana-
lizamos una parte de la roca, y dentro de ella otra mas pe-
quefa, y asi sucesivamente, no por ello nos parecera cada
vez mas lisa.

De la misma manera que con la roca, podriamos fijar la
atencién en el ramaje de un arbusto: de una rama salen
muchas ramas y en cada una de ellas se repite el mismo es-
quema. La ampliacién de una parte del original es muy si-
milar al original mismo.

Si asi son las cosas, jpor qué no imaginar objetos geo-
métricos que posean la misma propiedad pero llevada al
extremo? Cuerpos que mantengan practicamente la misma
estructura en cada parte, asi como en las partes de todas
sus partes. En estas condiciones, al ampliarlos quiza no se
conserven exactamente iguales, a lo mejor su ampliacién
resulta ser una versién distorsionada del original pero el es-
quema bdsico permanecerd, independientemente de cuén-
tas veces se amplien.

Es claro que tales objetos son méas complicados que un
circulo, un cono o una esfera; sin embargo, podemos ser-
virnos de ellos para simplificar nuestros intentos de repro-
ducir la realidad. Basta hacer a un lado la dificultad de la fi-
gura y buscar la facilidad en el método de trabajo; quiza asi
descubramos que detras del nacimiento o la formacién de
un cuerpo complejo no necesariamente se esconde un me-
canismo muy elaborado.

A este tipo de formas geométricas que, entre otras pro-
piedades, contienen una imagen de si mismas en cada una
de sus partes, se le llama ahora fractales, y hace ya mas de
una década que inundaron el mundo cientifico con un con-
junto de nuevas reglas para enfrentarse con el reto de co-
nocer y describir la naturaleza. Su lenguaje se permed a
campos increiblemente diversos de las ciencias naturales y
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sociales, y ha hecho de las matematicas un instrumento no-
vedoso para las artes.

Las herramientas de la geometria fractal son, hoy dia,
elementos insustituibles en el trabajo de muchos fisicos,
quimicos, bidlogos, fisiélogos, economistas, etc., pues les
han permitido reformular viejos problemas en términos no-
vedosos, y tratar problemas complejos de forma muy sim-
plificada. Las formas fractales, que durante mucho tiempo
se consideraron meras «monstruosidades» geométricas e
inaplicables divertimentos matematicos, subyacen en fené-
menos y estructuras tan variadas como la distribucién de las
estrellas del Universo, la ramificacién alveolar en los pulmo-
nes, la frontera difusa de una nube, las fluctuaciones de
precios en un mercado, y aun en la frecuencia de repeticion
de las palabras de este texto.

Hay fractales en los depdsitos y agregados electroqui-
micos, y en la trayectoria de las particulas de polvo suspen-
didas en el aire. Fractales escondidos en la dindmica de
crecimiento poblacional de colonias de bacterias, y detras
de todo flujo turbulento. Fractales en todas partes; fractales
en una lista interminable de objetos reales que son testigos
mudos de una enfermiza obsesién de la naturaleza.

Como entidades geométricas, los fractales tienen carac-
teristicas peculiares. Imaginar curvas de longitud infinita
que no se extienden en todo el espacio, o concebir un ob-
jeto con dimensién fraccional es el tipo de cosas que debe-
mos estar dispuestos a enfrentar. Si la realidad es asi, lo
que deberia asustarnos es lo que durante tanto tiempo
concebimos como normal.

La geometria fractal ha generado su propio lenguaje
con representaciones mudas de enorme contenido visual.
En realidad, se trata de operaciones geométricas para rotar,
trasladar, escalar y deformar cualquier figura a nuestro anto-
jo. ¢§Coémo funcionan? ;Qué nos permiten hacer? ;Qué se
necesita para lograrlo?, son algunas de las preguntas que
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debemos responder: después ya serd mas facil servirse de
ellas con fines préacticos.

Los fractales han revolucionado la tecnologia de la ge-
neracién y reproduccién de imégenes. Hoy dia no sélo se
les utiliza para almacenar o trasmitir sefiales visuales, sino
también para simular paisajes. Hojas fractales para un arbol
fractal en un bosque, un planeta, una galaxia digna de la
mas refinada pelicula de ciencia ficcion.

La transcripcién del dialecto de los fractales, el transito
de las férmulas a las imégenes, requieren muchas veces de
ayuda computacional. Los procedimientos que hay que se-
guir son muy sencillos y los resultados obtenidos pagan
con creces el esfuerzo que conllevan. Quien se interese en
ello podrd encontrar en el Gltimo capitulo de este libro,
«Para la computadora», las instrucciones necesarias para
viajar con mas libertad a través del universo fractal; los
ejemplos que se presentan se manejan en lenguaje de pro-
gramacién BASIC y se requiere de conocimientos mini-
mos del mismo para comprenderlos y manejarlos. Si se vale
pedir, solicitariamos que no se renuncie a la posibilidad de
tener con ellos una experiencia inolvidable.

Los fractales parecen encontrarse en esa frontera difusa
que existe en este mundo entre el caos y el orden; estan
ahi donde la imaginacién apenas llega. Ojaléd que el libro
pueda contagiar el pasmo aln perdurable en que se su-
mergié el autor al descubrirlos. Era como aprender a con-
cebir la realidad de otra forma; se multiplicaban los espe-
jos, se generaban infinitos laberintos. Era como la imagina-
cion de Borges y Lewis Carroll; el Aleph y sus espejos. Bien
dicen, como sofar sonandose.
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ll. Nuevas reglas, nuevas geometrias

Nuestro mundo esté constituido por montafias, costas, ma-
res, nubes, plantas, animales, etc.; sin duda alguna es el
reino de la forma. Si quisiéramos describirlo, un vistazo ra-
pido podria desalentar todo intento de realizar simplifica-
ciones; mas que el reflejo de la perfecta armonia de un
mundo sencillo y ordenado, parece ser el dominio de la
irregularidad y el caos.

Cuerpos amorfos desde rocas hasta planetas, flujos tur-
bulentos desde rios a tornados, patrones asimétricos que
sobrepasan con mucho el nimero de cuerpos regulares con
los que el hombre se ha obsesionado desde el inicio de los
tiempos. Azar y desorden en un Universo aparentemente
estructurado.

Sin embargo, en este mar de caos, una observacién mas
cuidadosa de la naturaleza muestra que aun dentro de su
enorme complejidad existen ciertos patrones que la carac-
terizan.

Una roca es similar a la montafa de la que forma parte;
una rama tiene la misma estructura que la del tronco del
gue nace; como si la decision hubiera sido repetir la misma
forma a diferentes escalas dentro de un mismo objeto, ase-
gurando la preservacién de una copia del original a cual-
quier nivel de amplificacién; como si se pensara en generar
el maximo nivel de detalle con el minimo costo en el dise-
no.

Un helecho cuerno de ciervo (Figura 1), un brécoli o una
coliflor (Figura 2) son muestras vivas de este juego de la na-
turaleza en el que el mismo patrén de crecimiento se mani-
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fiesta a diferentes escalas, y aunque es verdad que la reali-
dad pone limites a la imaginacién, nada nos impide espe-
cular sobre las propiedades de helechos «imaginarios» que
aun a nivel microscépico exhiban caracteristicas geométri-
cas semejantes a las de la planta completa. Objetos que en
sus detalles se repiten a si mismos, siguiendo una idea se-
mejante a la plasmada en las famosas mufiecas de los arte-
Sanos rusos.

Figura 1. Fotografia de un helecho cuerno de ciervo. La
repeticion del mismo patrén de crecimiento se presenta
a varias escalas. (Fotos: Guillermo Sosa.)
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Figura 2. Los diferentes pedazos de la coliflor tienen una
estructura muy similar a la de la cabeza completa. Con el
brécoli sucede lo mismo. (Fotos: Guillermo Sosa).

Estructuras como éstas se conocen desde hace mucho
tiempo en el campo de las matematicas. Quizé uno de los
ejemplos mas representativos sea la curva construida por la
matematica sueca Helge von Koch en 1904 (Peterson,
1988). Para dibujarla basta tomar un tridngulo equilatero
como figura inicial (Figura 3(a)) y afiadir en el centro de ca-
da uno de sus lados un nuevo tridngulo equilatero tres ve-
ces mas pequefio que el original (Figura 3(b)). Repitiendo
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indefinidamente este proceso (Figura 3(c) y 3(d)) se obtiene

la curva o copo de nieve de Koch.
Figura 3. Estas son las primeras cuatro etapas del proce-
so de iteracién que da lugar a la curva de Koch.

Tridngulo sobre tridngulo hasta el limite de cualquier
imaginacion, la curva asi construida resulta indibujable,
pues la forma del contorno se repite a todos los niveles.
Cada punto sobre ella, si lo explordramos con una lupa, nos
revelaria siempre los mismos secretos; tridngulo sobre tridn-
gulo, indefinidamente.

A entidades como ésta se les denomina autosimilares,
pues cada una de sus partes es igual al total (su apariencia
es la misma a cualquier escala) y desde el punto de vista
matematico poseen ciertas propiedades peculiares que las
distinguen (Briggs, 1990).

La patologia de lo que llamaremos
fractales

11
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¢Cudl es la longitud de la curva de Koch? Es claro que la
respuesta depende del tipo de regla que se utilice para
medirla. Si nuestro instrumento de medida es poco flexible
y sus divisiones no son muy finas, el valor obtenido sera
inexacto y sélo un burdo reflejo de la extensidn de la curva
real. La regla no puede penetrar y considerar todos los de-
talles de la figura.

Si para delinear mejor las sinuosidades de la ruta deci-
diéramos recorrer la curva ajustando un hilo sobre su peri-
metro, un momento de reflexiéon nos permitiria ver que la
presencia de detalle a toda escala hace imposible nuestra
tarea si no contamos con un filamento inmensamente largo;
sélo asi podriamos visitar todos los recovecos del contorno.
La curva es generada en un proceso de repeticién que afa-
de mas y mas detalle a cada paso, extendiendo su longitud
sin limite alguno. Si la cortamos en un punto y la estiramos,
podemos generar con ella una recta de longitud infinita,
pensemos que siempre habrd un pico que desdoblar, y
dentro de éste otro, y luego otro, y otro, y asi hasta el cans-
ancio.

El resultado es sorprendente; nos encontramos con un
objeto que a pesar de estar definido sobre una regién finita
del espacio posee una frontera de extensién ilimitada. La
curva de Koch envuelve un area que no es mucho mayor
que la que tiene el primer triangulo del que se parte, de
hecho, se puede demostrar que es sélo 1.6 veces mas
grande.

El contorno del copo de nieve de Koch es tan irregular
que entre dos puntos cualquiera sobre él existe una distan-
cia infinita y un nimero incontable de quiebres y zigzags.
Esto Ultimo hace que sea imposible dibujar una tangente
(recta que toque, sin cortar, a la curva en un solo punto) en
algun lugar a lo largo de su perimetro. En esta curva, todo
punto es un punto de quiebre al que no se puede ajustar
una recta tangente con inclinacién Unica (Figura 4(a)); esto
la distingue de las curvas suaves con las que estamos mas
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acostumbrados a tratar, en las que en cada punto se puede
hacer pasar una tangente (Figura 4(b)); sélo para caracteri-
zar este hecho diremos que la curva no es diferenciable.

¥

Figura 4. (a) En una curva como ésta no es posible aso-
ciar una tangente Unica a los puntos de quiebre y el co-
po de nieve de Koch los tiene en todas partes. (b) En
una curva suave, a cada punto le corresponde una tan-
gente con inclinacién bien definida.
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Las propiedades particulares de «monstruos» matemati-
cos como éste hacen que sea dificil establecer un mecanis-
mo sistematico para compararlos y clasificarlos (Gardner,
1976); si tienen una longitud infinita, jcomo distinguirlos?
El primer intento para lograrlo se basa en las ideas del ma-
tematico aleman Félix Hausdorff, quien en 1919 introdujo
el concepto de dimensién que hoy permite caracterizarlos
(Gould, 1988).

Establecer la dimensién de un objeto regular «a ojo»
parece ser cosa facil y requiere tan sélo de un poco de sen-
tido comun. Asi decimos que un trozo de hilo es aproxima-
damente unidimensional y que una hoja de papel es un
buen ejemplo de una forma en dos dimensiones. Sin em-
bargo, si se nos pide definir un mecanismo practico para
verificarlo nos encontraremos en aprietos. Ademéas, ;es lo
mismo una hoja lisa que una arrugada?; si el hilo es de lon-
gitud infinita, jno podriamos cubrir con él todo el plano?
En fin, es mejor intentar generar un método que nos permi-
ta obtener respuestas sin dejar lugar a las dudas.

Tomemos primero el hilo, el cual representaremos como
una recta de longitud L= 1 m, por ejemplo, y dividdmoslo
en tres pedazos iguales de | = 1/3 m de extensién. En este
caso, el nimero de particiones que se generan (N) se obtie-
ne determinando cudntas veces cabe una parte | en el total

LN =L/ = (L/N)'=3:

. =L N=L:3
A 4

Si repetimos este proceso sobre la hoja de papel a la
que consideraremos como un cuadrado de lado L= 1 m, al
que seccionamos en cuadrados mas pequefios de lado | =
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