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Circo matematico Martin Gardner

A partir de 1957, y durante mas de veinte afios, MARTIN
GARDNER publicé en la revista «Scientific American» una
seccion de pasatiempos mateméticos que alcanzé un gran
éxito. La magnifica acogida que dieron a esa columna men-
sual tanto los lectores habituales de la publicacién como los
cientificos y mateméticos se explica por el «genio ludico»
de su autor —tan afin a Lewis Carroll— para las matemati-
cas y la légica y por su talento para explorar amenamente
el arbol de conexiones de cualquier juego o pasatiempo
con campos establecidos de la ciencia. Ademas de la diver-
tida exposicién de una serie de trucos y pasatiempos con
cerillas, billetes de banco, fichas de domind y piezas de aje-
drez, CIRCO MATEMATICO se ocupa de temas tan intere-
santes como las ilusiones dpticas, las esferas e hiperesferas,
los paseos aleatorios, los nimeros ciclicos, la inteligencia
artificial, el dlgebra de Boole y el dbaco.
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Para Donald E. Knoth, extraordinario matematico,
cientifico de computadores, escritor, musico, hu-
morista,

entusiasta de las matematicas recreativas y mucho
mas.
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Introduccién

A veces estas reflexiones asombran todavia
la noche conturbada o el reposo a medio-
dia.

T. S. Eliot

Los capitulos que componen este libro fueron antes pu-
blicados en la seccién mensual, fija, Juegos Matematicos
de la revista Scientific American. Los matematicos me pre-
guntan a veces, qué significa para mi semejante titulo. No
es facil de explicar. Ya Ludwig Wingenstein utilizé la palabra
«juego» para ejemplificar la nocién de «palabras-familia»,
imposibles de definir univocamente. La idea de «juego»
conlleva muchos significados, enlazados entre si un poco a
la manera en que lo estan los miembros de una familia hu-
mana, significados que han ido concatenéndose al tiempo
que evolucionaba el lenguaje. Podemos decir que los «jue-
gos matematicos» o las «matematicas recreativas» son ma-
tematicas, no importa de qué tipo, cargadas de un fuerte
componente ludico: pero poco aclaramos asi, porque las
ideas de «juego», «recreacién» y «lidico» son aproximada-
mente sinénimas. En Gltimo extremo nos encontramos con
peticiones de principio, como al decir que la poesia es la
obra de los poetas, o que la musica de jazz es lo que los
musicos de jazz componen o interpretan. Las matematicas
recreativas serian asi la clase de matematicas que hace dis-
frutar a los recreativistas.



Circo matematico Martin Gardner

Aunque no puedo definir los juegos matematicos mas
rigurosamente que la poesia, si mantengo que, sean lo que
fueren, las matematicas recreativas proporcionan el mejor
camino para captar el interés de los jovenes durante la en-
sefianza de la matematica elemental. Un buen rompecabe-
zas matematico, una paradoja o un truco de apariencia ma-
gica pueden excitar mucho més la imaginacién de los nifios
que las aplicaciones «practicas», sobre todo cuando estas
aplicaciones se encuentran lejanas de las experiencias vivi-
das por ellos. Y si el «juego» se elige y prepara con cuida-
do, puede llevarle casi insensiblemente hasta ideas mate-
maticas de importancia.

No sélo los nifios, sino también los adultos pueden que-
dar arrobados por uno de estos rompecabezas sin utilidad
previsible, y la historia de las matematicas esta llena de tra-
bajos sobre tales rompecabezas, tanto de profesionales co-
mo de aficionados, que han conducido hasta inesperados
desarrollos. En su libro Mathematics: Queen and Servant of
Science, Eric Temple Bell cuenta que los primeros trabajos
sobre clasificacion y enumeraciéon de nudos apenas fueron
considerados otra cosa que curiosidades y rompecabezas.
La teoria de nudos ha venido, con el tiempo, a convertirse
en rama floreciente de la Topologia:

Asi pues, los problemas de nudos resultaron ser mucho més que meros
rompecabezas. Y es frecuente que esto suceda en matemadticas, en parte
porque los matematicos replantean, no sin cierta perversidad, dificiles pro-
blemas que confiaron (mas no supieron) resolver, dadndoles la forma de
acertijos y charadas de apariencia trivial, pero en el fondo, con idéntica es-
tructura que el problema original. Esta jugarreta ha hecho picar e intere-
sarse a personas ajenas a las mateméticas, quienes, atemorizados ante la
dificultad del problema, se habian inhibido o echado atrés. Y asi, muchos
aficionados han hecho a la matematica ricas aportaciones sin sospecharlo.
Tenemos un ejemplo en el problema de los quince escolares (1850) de T.
P. Kirkman, que frecuentemente presentan los libros de mateméticas re-
creativas.



Circo matematico Martin Gardner

Tampoco faltan rompecabezas mateméticos que, por
ser en realidad triviales, no conducen a desarrollos intere-
santes. Empero, ambos tipos tienen algo en comin, que
nadie ha expresado mejor que el distinguido matematico
Stanislaw Ulam en su autobiografia, Adventures of a Mathe-
matician:

Las matematicas, con sus grandiosas panoramicas su apreciacién de la
belleza y su percepcién de nuevas realidades, posee una propiedad adicti-
va que es menos evidente y saludable, afin en cierto modo a los efectos
de algunas drogas. El mas nimio problema, aln siendo inmediatamente
reconocible como trivial o reiterativo, puede ejercer esta influencia adicti-
va. Una de las formas en que podemos vernos arrastrados es comenzar a
resolverlos. Recuerdo que Mathematical Monthly publicaba de cuando en
cuando unos problemas enviados por un matematico francés, relativos a
ciertas configuraciones banales de circunferencias, rectas y tridangulos del
plano. «Belanglos» (sin importancia), como dicen los alemanes; empero,
con estas figuritas corriase el riesgo de quedar atrapado tan pronto se co-
menzaba a resolverlas, a pesar de saber perfectamente que no podrian
conducirnos a campos nuevos, mas generales ni mas estimulantes. Mucho
contrasta esto con cuanto he dicho acerca de la historia del teorema de
Fermat, que ha suscitado la creacién de nuevas y vastas concepciones al-
gebraicas. La diferencia tal vez resida en que para resolver un pequefio
problema puede bastar un esfuerzo moderado, mientras que el teorema
de Fermat sigue sin estar resuelto, desafiando al mundo matemético. No
obstante, ambos tipos de curiosidades mateméticas tienen una fuerte
componente adictiva para el matemético en potencia, cualidad que existe
a todos los niveles de la matematica, desde las bagatelas a los aspectos
mas inspirados.

Martin Gardner
Marzo de 1979



Circo matematico Martin Gardner

Capitulo 1
llusiones Spticas

Las ilusiones épticas, figuras, objetos o sucesos que no
son lo que aparentan al ser percibidos, han tenido y tienen
todavia importante papel en las bellas artes, en matemati-
cas, en psicologia e incluso en filosofia. Los antiguos grie-
gos deformaron las columnas del Partenén con el fin de
que parecieran perfectamente rectas al ser vistas desde el
suelo por la gente. En sus grandes obras murales, los pinto-
res renacentistas solian distorsionar las figuras con objeto
de que, miradas desde abajo, parecieran ser de proporcio-
nes normales. El interés de los matematicos por las ilusio-
nes Opticas se debe a que muchas de ellas guardan rela-
cion con la perspectiva (una rama de la geometria proyecti-
va) y con otras cuestiones geométricas. Los psicologos es-
tudian las ilusiones para saber coémo interpreta el cerebro
los datos que le llegan a través de los sentidos. Y los filéso-
fos de diversas escuelas de realismo directo, que mantie-
nen que nosotros percibimos objetos reales externos a
nuestras mentes, tienen el problema de explicar como pue-
den entonces presentarse errores de percepcion.

Consideradas en su aspecto menos serio, las ilusiones
visuales son, sencillamente, divertidas. Disfrutamos sabién-
donos engafados por ellas, por motivos que no se diferen-
cian mucho del placer de ser confundidos por un ilusionis-
ta. Las ilusiones nos recuerdan que el ancho mundo exte-
rior no siempre es lo que parece. Nos fijaremos en este ca-
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pitulo en unas cuantas ilusiones épticas no demasiado co-
nocidas, que exhalan todas ellas fuerte aroma matematico.

Los procesos de que el cerebro se vale para interpretar
los datos visuales son tan complejos y poco conocidos, que
no es milagro que en sus explicaciones los psicélogos man-
tengan opiniones divergentes, cuando no contradictorias,
incluso para las ilusiones mas sencillas. Entre las mas clasi-
cas estan el aumento aparente del sol, la luna y las conste-
laciones cuando estan cerca del horizonte. El difunto Edwin
G. Boring, de la Universidad Harvard escribié numerosos
articulos explicando que la «flusién de la luna» se debe fun-
damentalmente a la accion de alzar la mirada. Una opinién
diferente, que se remonta hasta Ptolomeo, es defendida
por Lloyd Kaufman e Irvin Rock en su articulo «The Moon
lllusion», en Scientific American de julio de 1962. Su teoria,
basada en el efecto de «distancia aparente», es a su vez re-
futada por Frank Restle en un trabajo publicado en Science
del 20 de febrero de 1970.

La opinién actual es que casi todas las ilusiones dpticas
se originan en el cerebro, cuando éste va explorando su
memoria en busca de lo que Richard L. Gregory denomina
«la apuesta 6ptima», es decir, la interpretacién que mejor
explique los datos visuales a partir de las experiencias acu-
muladas por el cerebro. Tal punto de vista estd sustentado
por el reciente descubrimiento de que muchos animales,
entre ellos aves y peces, sufren ilusiones que podrian ser
explicadas de esta forma y también, por trabajos de antro-
pologia en culturas marcadamente diferentes de la nuestra.
Los zultes, por ejemplo, viven inmersos en un mundo de
formas redondeadas. Las cabafas son redondas, y también
lo son sus puertas.

Al arar, sus surcos trazan lineas curvas. Raramente tienen
ocasion de ver lineas o dngulos rectos, y su idioma no con-
tiene ningln vocablo que signifique «cuadrado». Asi nos lo
dice John Updike en la segunda estrofa de su poema «Zu-
lus Live in Land Without a Square»:
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Cuando los zultes sonreir no pueden,
cefiudos fingen enojos,

para siempre tener curvas

frente a los ojos.

Y las distancias entre lugares y cosas
se calculan «a vuelo de mariposa»...

Diversos estudios recientes han mostrado que ciertas
ilusiones relativas a rectas paralelas y esquinas en angulo,
figuras que con tanta frecuencia observamos en el mundo
rectangular de las sociedades tecnolégicamente adelanta-
das, dificilmente son percibidas por los zultes. Los filésofos
John Locke y George Berkeley se preguntaron ambos si un
ciego de nacimiento que subitamente recuperase la vista
sabria distinguir, sin tocarlos, cual de dos objetos era un cu-
bo y cudl una esfera. Locke y Berkeley respondieron que
no. Una obra de Gregory, Eye and Brain, resume estudios
recientes en esta misma direccién, y aunque no se llega a
conclusiones tajantes, si parece dar la razén a aquellos filo-
sofos, aportando de nuevo pruebas que justifican el enfo-
que moderno, a saber, que casi todas las ilusiones pticas
se deben a que el cerebro interpreta erréneamente los da-
tos que recibe.

El descubrimiento de figuras «indecidibles» ha suscitado
nuevos y entretenidos desarrollos en la teoria de las ilusio-
nes visuales. Las figuras indecidibles representan objetos
que no pueden existir. La mente, incapaz de encontrarles
pies ni cabeza, queda sumida en un estado de curiosa per-
plejidad. (Son figuras que recuerdan proposiciones indeci-
dibles, como «Esta proposicién es falsa», o «No te lo pier-
das si puedes»). Entre las figuras indecidibles, la mas cono-
cida es el notable «blivet» (que un americano pronunciaria
casi igual que «believe it», «créalo») de tres columnas (;0
s6lo dos?) que vemos en la Figura 1.

Las primeras versiones empezaron a circular entre inge-
nieros y proyectistas hacia 1964, y la portada del nimero
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de marzo de 1965 de la revista Mad mostraba a un Alfred
E. Neuman sonriente y haciendo equilibrios con el blivet
sobre su dedo indice. Roger Hayward ha publicado un ar-
ticulo sobre «Blivets: Research and Development» [Investi-
gacion y desarrollo de los blivets] en The Worm Runners Di-
gest (diciembre de 1968), donde presentaba algunas va-
riantes (véase la Figura 1).

FIGURA 1. El monumento “indecible” proyectado por Roger Hayward

Otra conocida figura indecidible es una escalinata cua-
drada por la que se puede ascender o descender indefini-
damente sin por ello subir ni bajar. Puede verse en una lito-
grafia de Maurits C. Escher titulada «Ascendiendo y des-
cendiendo», que data de 1960, asi como en otra litografia
del mismo artista, de 1961, que representa un salto de
agua haciendo funcionar una maquina de movimiento per-
petuo. Esta desconcertante ilusion, creada por el genetista
inglés L. S. Penrose y por su hijo, el fisicomatematico Roger
Penrose, fue inicialmente publicada en un articulo de am-
bos, «Imposible Objects: A Special Type of Visual Illusion»
[Un tipo especial de ilusiones visuales: los objetos imposi-
bles], en The British Journal of Psychology (febrero de
1958, pp. 31-33).

Estos mismos dos autores se sirvieron otra vez de ella
en su coleccién de originales «rompecabezas navidefos»
publicada en The New Scientist (25 de diciembre de 1958,
pp. 1580-81). Admitiendo (véase la Figura 2)
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FIGURA 2. Un enigma basado en la escalinata de Penrose

que hagan falta tres peldafos para ir desde A, en el suelo,
hasta lo alto del escalon B, jcomo se puede ir desde A has-
ta C sin subir mas de 10 escalones? La solucién sélo es po-
sible porque la propia estructura dibujada no lo es.

Un tercer objeto imposible también muy conocido es la
armazon del cubo sostenido por la figura sedente de otra
famosa litografia de Escher, que puede verse en la pagina
110 de mi Carnaval matemaético. La seccién de «Cartas» de
Scientific American reproducia una fotografia de esta «Ca-
nasta de acceso libre» (asi fue llamada) en el nimero de ju-
nio de 1966; en realidad aquella fotografia se obtuvo reto-
cando el negativo. No obstante, si es posible construir un
modelo real que visto desde un dngulo adecuado nos dé
una auténtica fotografia de la «canasta». Su construccién ha
sido explicada por William G. Hyzer en Photo Methods for
Industry, enero de 1970. Vemos en la Figura 3 el modelo
de Hyzer.

10
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FIGURA 3. Un posible modelo de una canasta imposible

Si lo giramos y ladeamos hasta que, observandolo con un
solo ojo, los huecos coincidan con toda exactitud con dos
travesanos traseros del armazdn, el cerebro se convence de
que las aristas traseras estan delante, produciendo la ima-
gen mental de un cubo imposible.

Muchas otras curiosas ilusiones son debidas a que po-
seemos dos ojos. Extienda los brazos ante si, manteniendo
los dedos indices de ambas manos estirados horizontal-
mente, con las puntas en contacto. Mirando mas alla de los
dedos, enfoque la mirada sobre una pared distante, y sepa-
re los dedos ligeramente. Vera entonces una «salchicha flo-
tante» entre los dedos. Como es obvio, la salchicha esta
formada por las imagenes superpuestas de las yemas de
los dedos, vistas cada una por distinto ojo. Otra antigua ilu-
sién, también debida a la vision binocular, se produce acer-
cando un tubo (es suficiente una hoja arrollada de papel) a
un ojo, como si fuera un telescopio. Supongamos que lle-
vamos el tubo al ojo derecho; la mano izquierda, con la pal-
ma vuelta hacia uno mismo, se coloca verticalmente pega-
da al borde izquierdo del tubo. Deslizando hacia adelante y

11
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hacia atrds la mano izquierda a lo largo del tubo, con los
dos ojos abiertos y mirando algun objeto distante, se en-
contrard un punto donde parecerd que estamos mirando a
través de un agujero recortado en el centro de la mano iz-
quierda.

En ciertas circunstancias, también la visidn monocular
puede crear una ilusién de profundidad. Mirando una foto-
grafia con un solo ojo a través de un tubo se produce un li-
gero efecto de tridimensionalidad. Una de las mas llamati-
vas ilusiones de la visién monocular puede verse en la Figu-

RN
N

FIGURA 4. Los clavos se ponen en pie

Es necesario inclinar el libro hacia atras, hasta que el plano
de la pagina quede casi enrasado con la vista. Mirando la
figura con un solo ojo desde un punto préximo al borde in-
ferior de la pagina, aproximadamente donde convergerian
los clavos si fuesen prolongados hacia abajo, durante un
breve instante los clavos pareceran ponerse en pie. William
James, en el Capitulo 19 del Volumen 2 de sus famosos
Principles of Psychology, tras dar una excelente explicacién
de esta ilusion, afade esta sucinta coletilla, que resume las
ideas actuales sobre la percepcién: «Dicho con otras pala-

12
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bras, nosotros vemos, como siempre, el objeto mas verosi-
mil».

El llamado «péndulo de Pulfrich» es otra asombrosa ilu-
sién binocular, que recibe su nombre de su descubridor,
Carl Pulfrich, quien la dio a conocer en 1922, en una revista
alemana. El péndulo estd formado, sencillamente, por un
trozo de hilo, que puede tener desde unos 30 cm hasta
mas de un metro. De él pende un objeto pequefio. Pidale a
otra persona que sostenga la punta libre del cordel, y que
mantenga el péndulo en oscilacién en un plano perpendi-
cular al de su linea de vision. Sitlese usted en el otro extre-
mo de la habitacién, frente al péndulo, que se habra de ob-
servar con ambos ojos. Con uno se mira directamente; con
el otro, a través de uno de los cristales de unas gafas de
sol. Es preciso fijar la mirada en el punto medio de la osci-
lacién; la vista no debe ir siguiendo a la plomada en su vai-
vén. jParecerd entonces que el peso describe una orbita
eliptica! Trasladando al otro ojo el cristal oscuro, el peso se-
guird describiendo la misma érbita eliptica, pero ahora re-
corrida en sentido contrario. Tan fuerte es la ilusién de pro-
fundidad, que colocando por detras del plano de oscilacién
un objeto grande parece como si el plomo pasase en reali-
dad a través del objeto, como un fantasma.

Gregory explica la ilusion de Pulfrich diciendo que el ojo
adaptado a la oscuridad envia sus sefiales al cerebro mas
lentamente que el ojo descubierto. Este desfase entre las
sefiales induce al cerebro a interpretar el movimiento del
plomo como si alternativamente fuese pasando por delante
y por detras de su plano de oscilacién.

Pueden experimentarse sensaciones de profundidad pa-
recidas al mirar imagenes de televisién, cubriendo un ojo
con un cristal oscuro o mirando con uno de los ojos a través
de un pequefo orificio perforado en cartulina. Cuando en
la pantalla aparece una imagen que se desplaza horizontal-
mente con cierta velocidad, el observador tendra la impre-
sion de que lo hace por delante o por detras de la pantalla.

13



Circo matematico Martin Gardner

Esta ilusion animé a varias compafiias a anunciar, en 1966,
unas gafas especiales que, de creer a la publicidad, permiti-
rian al espectador ver en tres dimensiones las imagenes
planas de su televisor. El precio era elevado, pero evidente-
mente las gafas no eran sino una montura barata provista
de dos lentes de plastico, una transparente y otra oscura.

Otra conocida categoria de figuras ilusorias, muy anali-
zadas por la escuela psicolégica de la Gestalt, estd formada
por imagenes que pueden ser interpretadas de dos mane-
ras con probabilidades iguales o casi iguales. La mente fluc-
tla entre ambas interpretaciones, incapaz de decidir cuél es
la apuesta 6ptima. Probablemente el ejemplo mas conoci-
do sea el apilamiento de cubos que se invierte repentina-
mente, haciendo cambiar el nimero de cubos que parecen
formarlo. En estos Ultimos afios todos hemos tenido dificul-
tades de interpretaciéon al contemplar fotografias de crate-
res lunares y no poderlos ver como montafas, sobre todo si
invertimos la fotografia, con lo que los crateres se ven ilu-
minados desde abajo por la luz solar, &ngulo de iluminacién
que raramente habremos tenido ocasién de experimentar.

Hay una figura de un jarrén oscuro cuya silueta puede
ser imaginada como los perfiles de dos caras. Una ilusién
parecida salté inesperadamente a la palestra en la nueva
bandera canadiense, adoptada oficialmente en 1965 tras
varios meses de disputas parlamentarias. Fije usted la aten-
ciéon en el fondo blanco, por encima de la hoja de arce
(véase la Figura 5).
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