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Pruebas y refutaciones es una lectura esencial para todos
aquellos interesados en la metodologia, la filosofia y la his-
toria de las matematicas. Gran parte del libro toma la forma
de una conversacién entre un profesor y sus estudiantes.
Ellos proponen varias soluciones a problemas matematicos
e investigan las fortalezas y debilidades de tales soluciones.
En sus discusiones (que discurren paralelas a ciertos desa-
rrollos reales en la historia de las matematicas) afloran algu-
nos problemas filoséficos acerca de la naturaleza del descu-
brimiento matematico o de la creatividad. Imre Lakatos se
esfuerza en desterrar la imagen clasica del desarrollo mate-
matico como una constante acumulacién de verdades esta-
blecidas. En su lugar, demuestra que la matematica crece a
través del proceso, mucho mas rico y dramatico, de la me-
jora sucesiva de hipotesis creativas a través de los intentos
de «probarlas» y las sucesivas criticas a dichos intentos: es
la l6gica de pruebas y refutaciones.
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PREFACIO DE LOS EDITORES

Nuestro gran amigo y maestro Imre Lakatos fallecié
inesperadamente el 2 de febrero de 1974. En aquellos mo-
mentos, estaba embarcado en diversos proyectos intelec-
tuales, como era corriente en él. De entre ellos, uno de los
mas importantes consistia en la publicacién de una versién
modificada y aumentada de su brillante ensayo «Proofs and
Refutations» que aparecié en cuatro partes en The British
Journal for tbe Philosophy of Science, 14, 1963-4. Hacia ya
mucho tiempo que Lakatos habia contratado dicho libro, si
bien habia postergado su publicacién con el deseo de co-
rregir y mejorar mas aun el ensayo, afadiéndole importante
material extra. La obra se retrasé considerablemente por la
desviacion de sus intereses hacia la filosofia de la ciencia fi-
sica, si bien en el verano de 1973 decidié finalmente llevar
adelante la publicacién. A lo largo de ese verano, cada uno
de nosotros discutimos con él los planes relativos al libro,
por lo que, tras este desgraciado cambio de circunstancias,
hemos intentado dar a luz un libro lo mas parecido posible
al que entonces proyectaba Lakatos.

Ademas del ensayo original, «Proofs and Refutations»
(que aparece aqui como Capitulo 1), hemos incluido tres
nuevas partes. En primer lugar, hemos afiadido una segun-
da parte al texto principal, relativa a la prueba algebraico-
vectorial de Poincaré de la conjetura de Descartes-Euler.
Estd basada en el capitulo 2 de la tesis doctoral que Laka-
tos presenté en Cambridge en 1961. (El ensayo «Proofs
and Refutations» original constituia una versién muy corre-
gida y mejorada del capitulo primero de dicha tesis.) Una
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de las partes del capitulo 3 de la tesis aparece aqui como
Apéndice 1, conteniendo otro ejemplo del método de
pruebas y refutaciones. Se ocupa de la demostracion de
Cauchy del teorema que afirma que el limite de cualquier
serie convergente de funciones continuas es él mismo con-
tinuo. Tanto el Capitulo 2 del texto principal como el Apén-
dice 1 habrian de calmar las dudas a menudo expresadas
por los mateméticos que han leido «Proofs and Refuta-
tions», en el sentido de que, aunque el método de andlisis
de la prueba descrito por Lakatos pueda aplicarse al estu-
dio de los poliedros, un tema «cuasiempirico» en el que los
contraejemplos son facilmente visualizables, con todo po-
dria resultar inaplicable a las matematicas «reales». El tercer
afadido (el apéndice 2) también estd basado en una de las
partes del capitulo 3 de la tesis de Lakatos, y versa acerca
de las consecuencias de su posicion para el desarrollo, pre-
sentacién y ensefanza de las matematicas.

Una de las razones por las que Lakatos retrasé la publi-
cacién fue el reconocimiento de que, aunque parte del ma-
terial extra contenia muchas nuevas cuestiones y desarro-
llos de su posicién, con todo precisaba mayor considera-
cion e investigacién histérica, cosa que resulta especial-
mente cierta del material (del apéndice 1) sobre Cauchy y
Fourier. También nosotros somos conscientes de ciertas di-
ficultades y ambigliedades en este material, asi como de al-
gunas omisiones. Con todo, consideramos que no debiéra-
mos cambiar el contenido de lo escrito por Lakatos, sin que
estemos en condiciones de suministrar la investigaciéon his-
tdrica, necesariamente larga y detallada, precisa para ela-
borar y completar ese material. Asi, pues, ante la alternativa
de no publicar en absoluto dicho material o publicarlo en
estado inacabado, hemos optado por esto ultimo. Conside-
ramos que hay en él muchas cosas de interés y esperamos
que sirva de estimulo para que otros estudiosos lo amplien
y corrijan si es necesario.
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En general, no hemos tenido a bien modificar el conte-
nido del material de Lakatos, incluso por lo que respecta a
aquellas de sus partes que expresan posiciones que esta-
mos seguros que Lakatos habria modificado. Por tanto, nos
hemos limitado a sefalar (en notas sefaladas mediante un
asterisco) algunas de aquellas cosas sobre las que hubiéra-
mos llamado la atencién de Lakatos, tratando de persuadir-
le para que las cambiara, en la creencia de que, en la préc-
tica, Lakatos hubiera accedido a esos cambios al publicar
ahora el material. (Como es natural, su posicion intelectual
habia cambiado considerablemente a lo largo de los trece
aflos que median entre la terminacion de su tesis doctoral y
su muerte. Los cambios mas importantes en su filosofia ge-
neral quedan explicados en su [1970]. Habria que mencio-
nar el hecho de que Lakatos consideraba que su metodolo-
gia de los programas de investigacion cientifica tenian im-
portantes implicaciones para su filosofia de las matemati-
cas.)

Nuestra politica en cuestiones de presentacién ha sido
la de dejar casi totalmente intacto el material que el propio
Lakatos habia publicado (es decir, el capitulo primero del
texto principal). La Unica excepcidén es una serie de erratas
de imprenta y otros deslices obvios sin importancia. Sin
embargo, hemos modificado de un modo més bien subs-
tancial el material publicado aqui por vez primera, si bien,
repetimos, sélo por lo que respecta a la forma y no al con-
tenido. Puesto que se trata de un modo de proceder mas
bien inusual, quizd convenga decir un par de cosas a modo
de justificacion.

Lakatos siempre procedia con sumo cuidado en la pre-
sentacién de cualquiera de sus materiales que fuese a ser
publicado y, antes de publicarlo, hacia siempre que circula-
se ampliamente entre sus colegas y amigos en busca de cri-
ticas y sugestiones acerca de cémo mejorarlo. No nos cabe
duda de que el material que aqui se publica por primera
vez habria recibido semejante tratamiento, sufriendo cam-



Pruebas y refutaciones Imre Lakatos

bios mucho mas drasticos de los que hemos osado introdu-
cir nosotros. El conocimiento que poseemos, a través de la
experiencia personal, de las molestias que se tomaba Laka-
tos para presentar sus posiciones lo mas claramente posi-
ble nos ha obligado a intentar mejorar la presentacién de
este material del modo mas eficaz posible. Es evidente que
estos nuevos anadidos no estan lo bien que estarian si el
propio Lakatos hubiese revisado el material en que se ba-
san. Con todo, nos consideramos lo suficientemente préxi-
mos a Lakatos y lo bastante implicados en algunas de su
publicaciones anteriores como para llevar adelante el inten-
to razonable de elaborar el material, aproximandolo un tan-
to a su elevado nivel de exigencias.

Es para nosotros un placer haber tenido oportunidad de
realizar esta ediciéon de algunos trabajos importantes de
Lakatos en filosofia de las matematicas, puesto que ello nos
permite descargarnos de una parte de la deuda personal e
intelectual que tenemos contraida con él.

John Worrall
Elie Zahar
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INTRODUCCION DEL AUTOR

En la historia del pensamiento, ocurre con frecuencia
que, cuando surge un nuevo método, el estudio de aque-
llos problemas que pueden tratarse con su ayuda avanza
rapidamente, atrayendo sobre si la atencién, mientras que
el resto tiende a ser ignorado e incluso olvidado, despre-
ciandose su estudio.

En nuestro siglo, esta situacion parece haber surgido en
la Filosofia de las Matematicas, como resultado del desa-
rrollo dindmico de la metamatematica.

El contenido de la metamatematica es una abstraccion
de las matematicas en la que las teorias matematicas son
sustituidas por sistemas formales, pruebas mediante ciertas
secuencias de férmulas bien-formadas y definiciones me-
diante «expedientes abreviatorios» que resultan «teodrica-
mente eliminables», aunque «tipograficamente convenien-
tes»!!. Fue Hilbert quien ided esta abstraccién, a fin de dis-
poner de una técnica poderosa para abordar algunos de
los problemas de la metodologia de las matematicas. Al
mismo tiempo, hay problemas que caen fuera del alcance
de las abstracciones mateméticas. Entre ellos, se hallan los
problemas relativos a las matematicas informales (inhaltli-
che) y a su desarrollo asi como todos los problemas relati-
vos a la légica de la situaciéon de la resolucién de proble-
mas en matematicas.

Con la expresion «escuela formalista» aludiré a aquella
escuela de filosofia matematica que tiende a identificar las
matematicas con su abstraccidon axiomatica formal (y la filo-
sofia de las matematicas con la metamatemética). Una de
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las enunciaciones més claras de la posicion formalista se
puede hallar en Carnap [1937]. Carnap requiere que (a) «la
filosofia se substituya por la légica de la ciencia...», (b) «la
l6gica de la ciencia no es més que la sintaxis logica del len-
guaje de la ciencia...», (c) «la metamatematica es la sintaxis
del lenguaje matematico» (pags. xiii y 9). O bien: la filosofia
de las matematicas ha de ser sustituida por la metamate-
matica.

El formalismo desconecta la filosofia de las matematicas
de la historia de las matematicas, puesto que, de acuerdo
con la concepcién formalista de las matematicas, éstas no
tienen propiamente historia. Cualquier formalista estarfa
basicamente de acuerdo con aquella consideracién de Rus-
sell, expresada «roménticamente», aunque dicha con toda
seriedad, segun la cual las Laws of Thought [1854] de Boole
constituyeron «el primer libro jamas escrito sobre matemati-
cas»?. El formalismo niega la condicién de matematicas a
la mayoria de las cosas que normalmente se han considera-
do tales y no puede decir nada acerca de su desarrollo.
Ninguno de los periodos «creativos» de las teorias matema-
ticas, y dificilmente alguno de los «criticos», habrian de ser
admitidos en los cielos formalistas, donde las teorias mate-
maticas moran como los serafines, purgadas de todas las
impurezas de la incertidumbre terrestre. Con todo, es fre-
cuente que los formalistas dejen abierta una puertecilla tra-
sera para los dngeles caidos: si resulta que, en el caso de
algunas «mezclas de matematicas con alguna otra cosa»,
podemos hallar sistemas formales «que las incluyan en cier-
to sentido», entonces también ellas pueden ser admitidas
(Curry [1951], pags. 56-7). Segun esto, Newton habria de
esperar siglos y siglos hasta que Peano, Russell y Quine le
introdujesen en el cielo al formalizar el Célculo. Dirac es
mas afortunado, ya que Schwartz salvé su alma mientras es-
taba aln vivo. Tal vez debamos aludir aqui a la paraddjica
condicion del metamatemético: de acuerdo con las normas
formalistas o aun deductivistas, no resulta ser un matemati-
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co honesto. Dieudonné habla de la «absoluta necesidad
impuesta sobre todo matemético que se preocupe por la
integridad intelectual» (el subrayado, es mio) consistente en
presentar sus razonamientos en forma axiomatica ([1939],
pag. 225).

Bajo el actual dominio del formalismo, uno se ve tenta-
do a parafrasear a Kant: la historia de las matematicas que
carezca de la guia de la filosofia se ha vuelto ciega, mien-
tras que la filosofia de las matematicas que vuelva la espal-
da a los mas intrigantes fenédmenos de la historia de las ma-
tematicas, se ha hecho vacia.

El «formalismo» es un baluarte de la filosofia del positi-
vismo légico. De acuerdo con éste, un enunciado es signifi-
cativo sélo si es o bien «tautolégico», o bien empirico.
Puesto que la matematica informal no es ni «tautoldgica» ni
empirica, habra de ser asignificativa, un simple sinsentidol®!,
Los dogmas del positivismo 6gico han resultado perjudi-
ciales para la historia y la filosofia de las mateméticas.

Estos ensayos tienen por fin abordar algunos problemas
de la metodologia de las matematicas. Uso la palabra «me-
todologia» en un sentido préximo a la «heuristica»!* de P6-
lya y Bernays, asi como a la «légica del descubrimiento» o a
la «légica de la situacion»® de Popper. La reciente expro-
piacién del término «metodologia de las matematicas» para
utilizarlo como sinénimo de «metamatematica» posee sin
duda un cariz formalista, que indica que, en la filosofia for-
malista de las matematicas, no hay lugar para la metodolo-
gia en cuanto légica del descubrimientol®l. Segin los for-
malistas, las matematicas se identifican con las mateméticas
formalizadas. Mas, ;qué podemos descubrir en una teoria
formalizada? Dos tipos de cosas. Primero, podemos descu-
brir la solucién a problemas que una maquina de Turing
convenientemente programada resolveria en un tiempo fi-
nito (como, por ejemplo: una pretendida prueba, ;es o no
una prueba?) Ningin matematico tiene ningln interés en

10
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seguir el tedioso «método» mecanico prescrito por seme-
jantes procedimientos de decisiéon. Segundo, podemos
descubrir la solucion de problemas (del tipo: jes o no un
teorema determinada férmula de una teoria no-decidible?),
en los que nos podemos dejar guiar tan sélo por el «méto-
do» de «intuicién indisciplinada y buena suerte».

Ahora bien, esta fria alternativa entre el racionalismo de
una maquina y el irracionalismo de la ciega adivinanza no
vale para las matematicas vivas’l: una investigacién en
torno a las matematicas informales suministrard una rica 16-
gica situacional para los matematicos operantes, una légica
de la situacién que ni es mecanica ni irracional, y que no
puede ser reconocida ni menos aun estimulada por la filo-
sofia formalista.

La historia de las matematicas y la l6gica del descubri-
miento matematico, es decir, la filogénesis y la ontogénesis
del pensamiento matematicol®), no se puede desarrollar sin
la critica y rechazo final del formalismo.

Sin embargo, la filosofia formalista de las matematicas
posee raices muy profundas. Se trata del Ultimo eslabén de
la larga cadena de filosofias dogmaticas de las matemati-
cas. Durante mas de dos mil afios, ha tenido lugar una larga
discusién entre dogmaticos y escépticos. Los dogmaticos
sostienen que podemos alcanzar la verdad y saber que la
hemos alcanzado, sirviéndonos para ello del poder de
nuestro intelecto y/o sentidos humanos. Los escépticos, por
otra parte, o bien sostienen que no podemos alcanzar la
verdad en absoluto (si no es con ayuda de la experiencia
mistica), o bien que no podemos saber si la hemos alcanza-
do o si podemos alcanzarla. En este gran debate, en el que
los argumentos se ponen una y otra vez al dia, las matema-
ticas han constituido la orgullosa fortaleza del dogmatismo.
Siempre que el dogmatismo matematico de la época entra-
ba en «crisis», una nueva version suministraba de nuevo ge-
nuino rigor y fundamentos ultimos, restaurando con ello la

11
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imagen autoritaria, infalible e irrefutable de las matemati-
cas, «la Unica Ciencia que Dios ha tenido a bien otorgar
hasta ahora a la humanidad» (Hobbes [1651], pag. 15). La
mayoria de los escépticos se rindieron ante el caracter inex-
pugnable de este reducto de epistemologia dogmaétical”l.
Ya es hora de lanzarle un reto.

El meollo de este caso estudiado pondra en entredicho
el formalismo matematico, si bien no afectard directamente
a las posiciones Ultimas del dogmatismo matematico. Su
modesto objetivo consiste en elaborar la idea de que las
matematicas informales y cuasi-empiricas no se desarrollan
mediante un mondtono aumento del nimero de teoremas
indubitablemente establecidos, sino que lo hacen mediante
la incesante mejora de las conjeturas, gracias a la especula-
cién y a la critica, siguiendo la légica de pruebas y refuta-
ciones. No obstante, puesto que la metamatematica es un
paradigma de matematica informal y cuasi-empirica, que
estd ahora en una etapa de crecimiento rapido, este ensayo
pondrd también en tela de juicio por implicaciéon el mo-
derno dogmatismo matematico. El estudioso de la historia
reciente de la metamatemética reconocerd en su propio
campo los patrones aqui descritos.

La forma dialogada deberia reflejar la dialéctica de la
narracion; estd pensada asi para que contenga una especie
de historia racionalmente reconstruida o «destilada». La his-
toria real resonara en las notas, la mayoria de las cuales han
de ser tenidas, por tanto, como parte orgénica del ensayo.

12
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1. Un Problema y una Conjetura

El didlogo tiene lugar en un aula imaginaria. La clase se
interesa por un PROBLEMA: ;existe una relacién entre el nu-
mero de vértices, V, el nimero de aristas, A, y el nUmero de
caras, C, de los poliedros, especialmente de los poliedros
regulares, analoga a la relacién trivial que hay entre el nu-
mero de vértices y aristas de los poligonos, a saber, que
hay tantos vértices como aristas: V = A? Esta Ultima relacion
nos permite clasificar los poligonos de acuerdo con el nu-
mero de aristas (o vértices): tridngulos, cuadrilateros, penta-
gonos, etc. Una relacién similar permitiria clasificar los po-
liedros.

Tras muchos ensayos y errores, constatan que para to-
dos los poliedros regulares V - A + C = 219 Alguien aven-
tura que eso se puede aplicar a cualquier poliedro. Otros
intentan falsar esta conjetura, tratan de contrastarla de mu-
chos modos distintos, pero se mantiene en pie. Los resulta-
dos corroboran la conjetura, sugiriendo que se podria pro-
bar. En este punto, tras los estadios de problema'y conjetu-
ra, entramos en el aulal""l. El maestro est4 a punto de ofre-
cer una prueba.

2. Una Prueba

MAESTRO: En nuestra dltima leccién hemos llegado a
una conjetura relativa a los poliedros; a saber, que para to-

13
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do poliedro V- A + C = 2, donde V es el nimero de vérti-
ces, A el nimero de aristas y C el nimero de caras. La he-
mos contrastado de diversas maneras, pero ain no la he-
mos probado. ;Ha hallado alguien una prueba?

ALUMNO SIGMA: «Por lo que a mi respecta, he de admitir
que aun no he sido capaz de idear una prueba estricta del
teorema... Sin embargo, puesto que su verdad se ha esta-
blecido en tantos casos, no puede haber duda de que vale
para cualquier sélido. Asi, la proposicién parece estar satis-

12].

factoriamente demostradan! Pero si usted tiene una

prueba, preséntela, por favor.

MAESTRO: En realidad, tengo una que consta del si-
guiente experimento mental. Paso 1: imaginemos que el
poliedro estd hueco, con una superficie hecha de goma fi-
na. Si recortamos una de las caras, podemos estirar la su-
perficie restante, poniéndola plana sobre el encerado sin
romperla. Las caras y aristas se deformaran, las aristas pue-
den hacerse curvas, pero V'y A no se alterardn, de modo
quesi V- A+ C= 2 en el poliedro original, en esta red pla-
na tendremos que V- A + C =1 (recuérdese que hemos eli-
minado una cara). (La Fig. 1 muestra la red plana en el caso
de un cubo.) Paso 2: Triangulemos ahora nuestro mapa,
pues en realidad se asemeja a un mapa geogréfico. Traza-
mos diagonales (tal vez curvilineas) en esos poligonos (qui-
zé curvilineos) que no son ya tridangulos (posiblemente cur-
vilineos). Al dibujar cada una de las diagonales, aumenta-
mos tanto A como C en uno, de modo que el total de V- A
+ Cno variara (fig. 2). Paso 3: Eliminamos ahora los triangu-
los, uno a uno, de la red triangulada. Para eliminar un trian-
gulo o eliminamos una arista, con lo que desaparece una
cara y una arista (fig. 3(a)), o eliminamos dos aristas y un
vértice, con lo que desaparece una cara, dos aristas y un
vértice (fig. 3(b)). Asi pues, si antes de la eliminacién de un
triangulo teniamos que V- A + C = 1, después de eliminar-
lo seguirad siendo asi. Al final de este proceso obtenemos
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