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Pensar la matemética AA. VV.

El Seminario de Filosofia y Mateméticas de I'Ecole Nérmale
Supérieure de Paris, que viene celebrandose desde hace
afos bajo la direccion de tres cientificos franceses, J. Dieu-
donné, M. Loi y R. Thom, dedica sus esfuerzos a suscitar y
fomentar el debate de ideas que el impetuoso desarrollo
de las matematicas ha provocado en el mundo entero. Ma-
tematicos, logicos, filésofos, fisicos, linglistas, especialistas
en informéatica, confrontan durante estos seminarios su pro-
pia relacion de produccioén, de utilizacion, de reflexién o de
difusién con las matematicas. Asi pues, pese a que, al ho-
jear este libro, el lector no especialista encuentre férmulas y
graficos aparentemente incomprensibles, no deberia asus-
tarse porque, de hecho, de lo que aqui se habla ya forma
parte integrante, quiéralo o no, de nuestra cultura y de su
propia vida cotidiana.

Esta antologia de textos, provenientes de las conferencias
dictadas y debatidas durante este Seminario, se centra par-
ticularmente en la relacion crucial de las matematicas con el
lenguaje por una parte y, por otra, con la realidad. Asi es
como estudios filosdficos y andlisis histéricos van trazando
las grandes corrientes del pensamiento matematico.

De los doce autores que participan aqui en este debate, to-
dos grandes especialistas en sus propias areas de estudio e
investigacion, destacamos en especial a tres, mas conoci-
dos internacionalmente, no sélo entre cientificos, sino tam-
bién en el dmbito méas amplio de la cultura humanista: B.
Mandelbrot, director de Investigacion en el Thomas J. Wa-
tson Research Center de IBM, en White Plains, Estado de
Nueva York, y fundador de la teoria de los fractales, ejerce
una gran influencia en materias que van desde la geografia
hasta la biologia; J.-M. Lévy-Leblond, profesor en la Univer-
sidad de Niza y un gran divulgador de las matematicas en
un contexto cultural mucho més amplio que el estrictamen-
te especializado; y, finalmente, R. Thom, miembro del Insti-
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tuto, profesor en el Institut des Hautes Etudes Scientifiques
de Bures-sur-Yvette, Paris, experto conocido internacional-
mente en topologia algebraica, Medalla Fields 1958 (equi-
valente al Premio Nobel en el campo de la matematica) y
autor de un libro importante titulado Stabilité structurelle et
morphogenése (1972).

El articulo de J.-M. Lévy-Leblond, «Fisica y matematica», es
una adaptacion de su contribucion, con el mismo titulo, a la
Encyclopaedia Universalis, que autorizd su reproducciéon en
esta antologia.

El articulo de R. Thom, «Matematica y teorizacién cientifi-
ca», fue publicado anteriormente en el n.® especial («La cul-
tura cientifica en el mundo contemporaneo», 1979) de la
revista «Scientia», que autorizé su reproduccion en esta an-
tologia.
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Prélogo

Maurice Loi

Creado en 1972 en la Escuela Normal Superior de la
Rué d'Ulm, con el estimulo de la seccién de filosofia y a fin
de permitir la confrontacién de ideas vivas sobre las relacio-
nes entre filosofia y matematicas, el Seminario de Filosofia
y Matematicas ha experimentado un importante desarrollo.
La presente colecciéon de textos propone a la consideracion
del lector una seleccién de las conferencias alli pronuncia-
das durante los Ultimos afos. Esta seleccién ofrece una
imagen adecuada de las actividades del seminario, pese a
no contener determinadas conferencias de valor, sea por-
que no existe texto escrito de las mismas, sea porque su
caracter técnico ha impedido su inclusién en un libro desti-
nado a un publico lo mas amplio posible. Cada afo se cele-
bran mas de veinte sesiones, a menudo con un centenar de
participantes: matematicos, filésofos, fisicos, logicos, lin-
guistas, bidlogos, cibernéticos, informaticos, profesores y
estudiantes de las universidades de Paris y de provincias,
alumnos de las Escuelas normales superiores, etc. Este pu-
blico eminentemente pluridisciplinario es una de las carac-
teristicas principales del seminario, debido probablemente
al hecho de que la filosofia estd aqui en el nicleo del pro-
yecto. No se trata de una simple yuxtaposicion de discipli-
nas inconexas, ni de un imperialismo matematico que des-
emboca en la matematizacién de algin enunciado filoséfi-
co o literario, cuyo interés seria a menudo discutible; por el
contrario, se trata mas bien de tentativas de descubrir la
historia oculta en las teorias que empiezan a esbozarse, sin
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por ello desdefar los resultados definitivamente alcanzados
en las matematicas del pasado. En un momento en que
asistimos a conmociones cada vez mas frecuentes, reflexio-
nar sobre las formas del saber y sobre los mecanismos de
su produccién es una tarea necesaria, y apasionante.

De hecho, Wittgenstein se equivocé al pretender que
matematicas y filosofia no tienen ya, en rigor, nada que de-
cirse. Esta posicion extrema resulta de combinar un forma-
lismo mezquino con un constructivismo empedernido.

Es cierto que la filosofia parece haberse despegado mas
y mas de la ciencia y que ahora, ignorando la antigua tradi-
cion de Tales y de Platén, no aprecia en el espiritu de ésta
el valor que le corresponde. A finales del siglo XiX, esta tra-
dicién conservaba todavia su vigor en Francia, como lo
atestigua el primer nimero de la «Revue de métaphysique
et de morale», publicado en 1883; Xavier Léon subrayaba
alli la predileccién de los filésofos por las ciencias matema-
ticas, ese gran arte de recursos inagotables, surgido de la
inteligencia humana siguiendo el ejemplo de la filosofia.
Hoy, sin embargo, esta savia nutricia de la especulacién fi-
losoéfica permanece ignorada por la mayoria de los filéso-
fos, que se han vuelto casi mudos por lo que a ella respec-
ta. Por su parte, los matematicos se encastillan a menudo
en los aspectos técnicos de su arte y desprecian lo que les
parece vana palabreria, sin apercibirse de que, cuanto mas
progresa una ciencia, tanto mas necesitada estd, para per-
manecer auténtica, de un campo reflexivo, de una concien-
cia en el sentido de Husserl. Porque la ciencia no constituye
un mundo aparte, como pretenden algunos positivistas
contemporaneos; sus raices se hunden en la cultura de un
pueblo a la que nutre en reciprocidad. Aislar una teoria de
aquel movimiento de ideas que la ha introducido y de las
intenciones que la han acompafiado, considerarla Unica-
mente como un cuerpo de teoremas que hay que demos-
trar, equivale a sustituir un pensamiento vivo y significativo
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por un pensamiento muerto, ignorando el estremecimiento
de la mente que lo concibe.

Asi, la demostracion matematica, ese Gtil insustituible
del pensamiento, corrié pareja con el espiritu légico de los
griegos, con su retorica y su arte. No es extrafio, pues, que
su pensamiento matematico poseyera un estilo, al igual
que la escultura; ni lo es que las estatuas del Partenén da-
ten de un siglo en el que las mateméticas experimentaron
un avance sin precedentes. Y ellas, a su vez, contribuyeron
al desarrollo de la razén. Quien vive en un mundo pobre en
matematicas no posee la razén formada como la del que vi-
ve en contacto con el rigor y la elegancia de los modos de
razonamiento matematico.

En época mas reciente, Albert Lautman pensaba que el
amor, la poesia, la contemplacién de las obras de arte, las
matematicas, son todas una misma cosa, mas real que lo
que se cree que es real; no solamente creia en la unidad de
las propias matematicas a través de toda su diversidad, sino
también en la unidad de la inteligencia y de la cultura; y es-
ta fe era marca innegable de una vocacion filoséfica ejem-
plar.

El éxito de nuestro seminario es tanto més interesante
cuanto que se sitla en contra de ideas recientemente di-
fundidas sobre la inutilidad de la filosofia, cuyo papel en los
programas y horarios de la ensefianza es cada vez menor.
Sin embargo, la historia de las ciencias nos ensefia que la fi-
losofia es a menudo el resorte necesario para descubri-
mientos cientificos fundamentales, que se halla en el origen
de una nueva teoria, de un nuevo punto de vista o de una
revolucién del pensamiento.

Asi, por ejemplo, el descubrimiento de cosas tan «sim-
ples» y «faciles» como las leyes fundamentales del movi-
miento, que hoy se ensefian a los nifios, requirié un esfuer-
zo considerable, y a menudo infructuoso, por parte de al-
gunas de las inteligencias mas profundas y poderosas de la
humanidad. A éstas, no solamente les correspondié descu-
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brir y establecer dichas leyes, sino que tuvieron primera-
mente de crear y construir el ambiente mismo que hiciera
posible tal descubrimiento. Para empezar, fue necesario
producir toda una serie de nuevos conceptos y elaborar
una idea nueva de la naturaleza, una nueva concepcién de
la ciencia, o lo que es igual, una nueva filosofia. Hoy nos re-
sulta casi imposible apreciar en su justo valor los obstaculos
que hubieron de superarse para establecer esas leyes, asi
como las dificultades que las mismas implican y contienen:
conocemos demasiado bien los conceptos y principios que
constituyen la base de la ciencia moderna; o, dicho mas
precisamente, estamos demasiado acostumbrados a ellos.

Era preciso romper primeramente con la fisica de Aristo-
teles, fundamentada en la percepcion sensible y resuelta-
mente antimatematica. Esta fisica se negaba a substituir los
hechos de la experiencia y el sentido comuin por una abs-
traccion geométrica y rechazaba la posibilidad misma de
una fisica matematica al subrayar la incapacidad de las ma-
tematicas para explicar la cualidad y dar cuenta del movi-
miento. De acuerdo con la fisica aristotélica, no era posible
concebir ni cualidad ni movimiento en términos de esos en-
tes abstractos que son las figuras y los nimeros.

Como Alexandre Koyré subrayé con claridad, para avan-
zar se hacia preciso cambiar de filosofia y desarrollar una
concepcion matematizable del movimiento en el marco de
un nuevo sistema. Seguramente es por ello por lo que Gali-
leo empezd por discutir largo y tendido las objeciones tra-
dicionales de los aristotélicos en su Didlogo sobre los dos
méximos sistemas del mundo, persuadido de que era indtil
presentar de buenas a primeras pruebas a inteligencias in-
capaces de captar el alcance de las mismas. Habia que co-
menzar por reeducar a esas inteligencias. Pero Galileo se
enfrentaba con adversarios potentes, paladines de la tradi-
cion y, sobre todo, defensores del sentido comun, el senti-
do de quienes no estan habituados a pensar matematica-
mente. Ahora bien: la interpretacién matematica de la ex-
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periencia constituye el fundamento de la nueva ciencia. Pa-
ra Galileo, en efecto, el mundo no podia comprenderse
mas que matematicamente; y arrebatado por los éxitos pri-
meros de este método —y quizas, también por un afan de
provocacion— pudo llegar a dar la impresiéon de que la ex-
perimentacién no desempefiaba mas que un papel secun-
dario, a lo sumo destinada a ilustrar una teoria que era au-
tosuficiente. Esta concepcion, de naturaleza esencialmente
filosofica, excedia las capacidades cientificas de su época
(hubo que esperar a Newton para que, con el célculo infini-
tesimal, la teorfa hiciera su aparicion); pero, con todo, sefa-
|6 el advenimiento de un nuevo espiritu cientifico. Dicho
espiritu puso de nuevo de actualidad a la filosofia platénica
(la del Timeo) con objeto de combatir mejor el aristotelis-
mo que animaba a las concepciones de la ciencia por en-
tonces en boga.

Segun los aristotélicos, las matematicas constituyen una
ciencia auxiliar que se ocupa de abstracciones y que, por lo
mismo, posee menos valor que las ciencias que tratan de
las cosas reales. Por el contrario, los platénicos conceden
un valor supremo a las matematicas y les otorgan una posi-
cion clave en el estudio de la naturaleza.

No fue otra la concepcién de Einstein: «El principio ver-
daderamente creador estd en las matematicas. Por consi-
guiente, en cierto sentido considero como verdadero que
el pensamiento puro puede captar la realidad, como sofa-
ron los antiguos».' La audacia de sus posiciones filoséficas
desempefié sin duda un papel nada despreciable en la
obra de Einstein como fisico, y uno no puede menos que
contraponer sus éxitos a las dificultades con que tropezd
Henri Poincaré en ese campo. Este Ultimo se encontré en
desventaja a causa de los aspectos empiricos y kantianos
de su pensamiento, aunque dispuso mucho mejor que
Einstein del utillaje matemético necesario para la elabora-
cion de las nuevas teorias fisicas. Si Einstein admite compa-
racién con Galileo es por haber conjugado una gran liber-
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tad de pensamiento, emancipado de la servidumbre a la
tradicién, con una confianza absoluta en el sometimiento
de la naturaleza a leyes matematicas. No obstante, la filoso-
fia que habia guiado a Einstein en sus fructuosas investiga-
ciones sobre las teorias de la relatividad se volvié contra él
con ocasion del desarrollo de la teoria cuéntica: Einstein
poseia la visiéon de un mundo determinista y rechazaba, pa-
ra repetir su expresion, «la idea de un Dios que juega a los
dados», es decir, la idea de leyes fisicas formuladas en tér-
minos de probabilidades.

Asi pues, no todas las filosofias ayudan al sabio, y hay
una labor que es indispensable: la de descubrir aquéllas
que, en unas determinadas circunstancias, desempefan un
papel positivo. Tal papel pudieron desempefiarlo en el pa-
sado ideas que ya no comprendemos o que juzgamos erré-
neas. El sectarismo y el dogmatismo son siempre los princi-
pales peligros. Por ello nuestro seminario no es el de una fi-
losofia matematica determinada: en él se presentan y dis-
cuten ideas diferentes, incluso opuestas. De alguna mane-
ra, nuestra divisa es la de Saint-Exupéry: «Quien difiere de
mi me enriquece». Ello nos obliga a permanecer a la escu-
cha de la ciencia en marcha, a mostrarnos preocupados por
extraer las ideas puestas en practica en las teorias, a la ma-
nera como lo hicieron Gonseth y Lautman. No ha lugar a
una filosofia temerosa ante las matematicas y ampulosa en
sus presupuestos, cuya principal preocupacion fuera la de
hallar su justificacién a posteriori en los fantasmas de una
ciencia obsoleta.

Desgraciadamente, la solucién de continuidad apareci-
da desde principios de siglo entre filosofia y matematicas
constituye un terreno propicio para ciertas ideas desfavora-
bles a la filosofia. ; Cuéles son, en 1981, los filésofos que se
ocupan siquiera un poco de matematicas vivas? Es cierto
que, inversamente, son numerosos los matematicos que se
niegan a discutir de su especialidad y se encastillan en
cuestiones puramente técnicas, ignorantes de todo aquello
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que amenace con alejarlos de ellas; incluso, so pretexto de
subjetividad, dejan de lado en sus enunciados todo lo que
no haya recibido la consagracién de una formulacién axio-
matica. Cuando esta actitud afiloséfica no es fruto de los
constrefiimientos que conlleva la produccién matematica,
un examen atento pone a menudo de manifiesto en ella
una gran indiferencia, cuando no un singular desprecio, por
la filosofia del préjimo, més que por la filosofia en tanto
que tal. Porque, a titulo individual, la mayoria de estos ma-
tematicos posee opiniones méas o menos claras y coheren-
tes sobre la naturaleza de los entes matematicos, sobre la
importancia de tal o cual concepto, e incluso sobre las rela-
ciones entre las matematicas y las disciplinas afines, cosas
todas ellas constitutivas de una posicion filoséfica.

Desde el punto de vista de la practica matematica, una
tal actitud quizés no tenga, a corto plazo, consecuencias la-
mentables; pero, en el caso de que llegara a generalizarse,
cabria preguntarse por el devenir de las matematicas. Pues
si desde los griegos las mateméticas han dado el ejemplo
de una unidad perfecta, ello ha sido porque, generacion
tras generacién, algunos matematicos se han preguntado
sobre la naturaleza profunda de las matematicas, sobre sus
lineas directrices y fecundantes; y porque han sabido ex-
traer de su reflexion los elementos unificadores. Este traba-
jo de unificacién siempre se ha llevado a término en el sen-
tido de una generalizaciéon creciente, aportando sin cesar al
matematico nuevos objetos de estudio y, por ello mismo,
regenerando el Cuerpo de las matematicas.

Inversamente, las filosofias de las ciencias que han dado
pruebas de una mejor adecuacion han sido siempre las que
se han enfrentado con los trabajos cientificos de su época.
Ello no significa que la filosofia de las ciencias haya de des-
defar la posibilidad de volver su mirada a las producciones
de los siglos pasados. Al interesarse por la génesis de los
conceptos matematicos de hoy dia, el filésofo le proporcio-
na al matematico la ilustracion histérica indispensable para
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una buena comprension de las grandes corrientes del pen-
samiento matematico contemporaneo.

Estas son las ideas que han servido de guia a los autores
y realizadores —cientificos y filésofos— de este libro. En él
se encuentran tres tipos de textos:

* unos que se interesan por mostrar cémo han
surgido conceptos matematicos tan importan-
tes como el de continuo, la nocién de funcidn,
o el de infinito;

e otros donde se discuten los métodos y las
ideas subyacentes en las teorias contempora-
neas;

* otros, por fin, consagrados a mostrar la diver-
sidad de interacciones existentes, a la vez, en
el seno de las matematicas y con las otras dis-
ciplinas.

Esperamos convencer asi a nuestros lectores de que las

matematicas sin filosofia son ciegas, mientras que la filoso-
fia de la matematica sin matematicas vivas es vacia.

10
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Primera parte
De las matematicas a

la realidad
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Algunas observaciones sobre el trato que recibe
el continuo en los Elementos de Euclides y en la
Fisica de Aristételes

Maurice Caveing

En la historia del pensamiento cientifico, la nocién de
continuo ha hecho su aparicién y experimentado transfor-
maciones ya sea en el dominio de las matematicas, ya sea
en el de la fisica, y a veces de un modo solidario. Sobre es-
te extremo, los antiguos griegos habian alcanzado una con-
cepcién que se mantuvo como clasica durante largo tiem-
po, y que constituye el objeto de las observaciones que si-
guen.

En la actualidad, el matemético dispone de teorias y de
métodos que le permiten utilizar dicha nocién con seguri-
dad, pero existen ciertos problemas de orden epistemolo-
gico, y en particular el siguiente: ;constituye el continuo un
dato primitivo e intuitivo al que los conceptos matematicos
no tendrian sino que determinar progresivamente, de ma-
nera cada vez mas completa y precisa? Ademas, las doctri-
nas filoséficas no son unanimes en cuanto a la naturaleza
del pensamiento intuitivo: unas ven en él una evidencia cu-
ya garantia de verdad seria la propia razén; mientras que
otras lo consideran la captacién inmediata, por medio de
los sentidos, de un dato presente en el objeto «real», es
decir, en el objeto inductor de la percepcion.

En el transcurso de esos debates, se ha requerido a la
historia de las matematicas. En especial, se ha afirmado a
menudo que la geometria de los griegos era «mas cercana

12
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a la intuiciéon» que las mateméticas de la época moderna.
De acuerdo con este punto de vista, la intuicién del conti-
nuo seria, por tanto, un dato de base, del cual hubieron de
partir los gedbmetras en los comienzos de la ciencia. ;Resis-
te esta tesis un examen histérico preciso? Este es el punto
que quisiéramos discutir, consultando para ello el texto de
los Elementos de Euclides. En efecto, puesto que presen-
tan el primer conjunto tedrico bien constituido que haya
llegado hasta nosotros, parece que ha de resultar instructi-
vo buscar en ellos cudl era el tratamiento que se le daba al
continuo en el siglo Il antes de nuestra era, para tratar lue-
go de precisar la indole de esta nocién en el pensamiento

griego.

1. Un certificado de ausencia

La primera constatacion resulta negativa: si se busca en
Euclides el enunciado explicito de un principio de continui-
dad, no encontramos nada. Por supuesto, nadie espera en-
contrar enunciados del mismo tipo que el de aquéllos que
nosotros, los modernos, debemos a Dedekind o a Cantor y
que, al dar una definicion de los nimeros reales, hacen ex-
plicita su estructura de conjunto perfecto y conexo, es de-
cir, de conjunto continuo.l? En Euclides, la atmosfera es
muy distinta; el lenguaje que se habla es el de las «magni-
tudes», y de lo que se trata es de medirlas sin emplear los
ndmeros reales, sino tan sélo razones enteras.

Uno podria sin embargo figurarse que, a propdsito de
las magnitudes, o por lo menos de las longitudes, se men-
ciona en algun lugar del tratado un principio analogo al
nuestro, que afirme la existencia, en determinadas condi-
ciones, de tal o tal punto de la recta. Por ejemplo, seria de
esperar que asi sucediera al tratar de la inconmensurabili-

13
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dad de dos segmentos rectilineos. En realidad, no hay nada
de eso.

La ausencia de un tal principio hace culpables de insufi-
ciencia a varias demostraciones del libro | de los Elemen-
tos. Es sabido que las demostraciones de existencia de fi-
guras que presentan tal o tal propiedad se suministran me-
diante construcciones efectivas, por combinacién de rectas
y de circulos obtenidos merced a los postulados 1, 2 y 3.
Pero nada se afirma que concierna a la existencia de los
puntos de interseccién, a excepcion del punto cuya exis-
tencia se afirma en el postulado 5 (punto donde se cortan
las rectas que forman, con una misma secante y del mismo
lado de ésta, angulos interiores cuya suma es inferior a dos
rectos).

Las demostraciones deficientes son las de las proposi-
ciones 1y 22 (intersecciones de dos circulos), y 12 (intersec-
ciones de un circulo y una recta); igual laguna se constata
en el libro Ill. Si se introduce la siguiente proposicién: «Si
todos los puntos de una linea recta pueden repartirse en
dos clases tales que cada punto de la primera clase esté “a
la izquierda” de cada punto de la segunda clase, entonces
existe un punto y uno sélo que produce esta particiéon de
todos los puntos en dos clases o division de la linea recta
en dos partes», proposicién que constituye el postulado o
axioma de Dedekind!®! para los puntos de la recta, en ese
caso es posible demostrar que, por una parte, si una linea
recta tiene uno de sus puntos en el interior de un circulo y
otro en el exterior, entonces tiene dos puntos en comun
con él; y, por otra parte, el teorema equivalente para el ca-
so de dos circulos resulta también demostrable. De esta
manera, las demostraciones deficientes pueden completar-
se convenientemente.

Por lo comun, estos hechos se interpretan diciendo que
Euclides se contentd con captar intuitivamente la continui-
dad y no enuncié el principio de continuidad. Sin investigar
mas a fondo, se admite que el matematico griego confia en
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