*s &,
eses’

Joseph S Madachy

Las Esferas
Doradas

y otras recreaciones matematicas
['l;nmu 1)

Los temas cldsicos y los temas nuevos por el editor
de la mas famosa revista de matematica recreativa.

i 2

Recreacion




Joseph S. Madachy

Las Esferas
Doradas

y otras recreaciones matematicas

Tomo |

Edicién a cargo de Diego Uribe
Coleccién dirigida por Jaime Poniachik y Daniel Samoilovi-
ch



Las esferas doradas | Joseph S. Madachy

Agradecimientos

A lo largo de este libro doy crédito a aquellos que contribuye-
ron con material o resultados importantes. Desearia agradecer a
las siguientes personas por permirtirme incluir sus contribuciones:
W.H. Cozens, Douglas A. Engel, Donald E. Knuth, J.A. Lindon,
William H. McGrail, Wade E. Philpott, William R. Ransom, Sidney
H. Scott y David F. Smith. Ademas desearia agradecer a Howard
H. Bergerson, A.G. Bradbury, Steven R. Conrad, D.C. Cross, Cli-
fford R. Dickinson, Alan Gold, Harvey Hahn, Jack Halliburton, R.H.
Hide, J.A.H. Hunter, Jonathan Khuner, Sidney Kravitz, N.A. Long-
more, Paul R. McClenon, Derrick Murdoch, Harry L. Nelson, Tom
Rieder, W.A. Robb, Margaret M. Rohe, C.R. Singleton y Annaliese
Zimmerman por los muchos alfanuméricos y acertijos que apare-
cen en los capitulos 5y 7.

Edicién digital: Sargont (2019)
Edicion a cargo de Diego Uribe

Traduccién: Mirta Rosenberg

Titulo del original en inglés: Madachy's Mathematical Recrea-
tions,

Dover Publications, Inc.

© 1966, 1979 by Joseph S. Madachy

© 1993 by Juegos & Co. S.R.L. - Buenos Aires, Argentina
© by Zugarto Ediciones S.A. - Madrid, Espafa

[.S.B.N.: 84-88155-29-8 obra completa
Deposito Legal: M-15293-1994
I.5.B.N.: 84-88155-28-X tomo primero
Depésito Legal: M-13967-1994
Impreso en Espafia - Printed in Spain



Las esferas doradas | Joseph S. Madachy

Prefacio de la primera edicién

Si usted ha resuelto alguna vez un acertijo matematico,
si ha jugado a algun juego aplicando nimeros, si ha apren-
dido alguna treta con nimeros o jugado al tres en linea, ya
ha practicado alguna recreacién matemética. En general,
estas recreaciones comparten tres caracteristicas: primero,
todas son matematicas o ldgicas; segundo, son divertidas;
tercero, parecen ser indtiles.

Las dos primeras caracteristicas no necesitan ser respal-
dadas con argumentos, pero es posible preguntarse por
qué alguien se dedicaria a una actividad que carece de to-
do valor practico. Una defensa indirecta seria alegar que
casi todas las publicaciones de mateméticas e ingenieria
publican cierta cantidad de material de naturaleza pura-
mente recreativa, dando a este entretenimiento una espe-
cie de respaldo.

Mas aln, un examen superficial revelard algunos hechos
interesantes sobre la utilidad de la matemaética recreativa.
Los nimeros primos, por ejemplo, carecen de valor practi-
co, y pueden pasar décadas antes de que se les encuentre
alguin uso, si alguna vez ocurre. Sin embargo, el estudio de
los nimeros primos y de sus propiedades ha llenado mu-
chos baches en el campo de la teoria de nimeros, la disci-
plina matematica dedicada al estudio de las propiedades
basicas de todos los niUmeros. Los cuadrados magicos han
formado parte de ciertas creencias supersticiosas y han sido
durante siglos una fuente de entretenimiento. Ademas,
ofrecen recompensas practicas para los cientificos nuclea-
res o agricolas: el estudio de la disposicién de ciertos tipos
de cuadrados méagicos ha demostrado la manera de reducir
el nimero de experimentos necesarios para obtener datos
de crecimiento y radiaciéon. La clasica cinta de Moebius ha
sido utilizada en cintas transportadoras que sirven durante
el doble de tiempo que las comunes. Por cierto, la B. F.
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Goodrich Co. ha patentado esta aplicacion en particular.
Muchas areas de la matematica recreativa todavia parecen
inttiles, pero... ;quién puede decir qué nos traerd el proxi-
mo afio, o la préxima década?

Este libro pretende proporcionar un muestreo de ambos
tipos de material. Gran parte de ese material ha sido toma-
do de las paginas del Recreational Mathematics Magazine,
que fundé, edité y publiqué desde 1960 hasta su desapari-
cién en 1964. Mas aun, muchas notas y comentarios de los
lectores de esa publicacién han sido incorporados a este
volumen, asi como un buen niimero de ideas originales.

Mi reconocimiento a las muchas personas que contribu-
yeron o ayudaron se encuentra en el Agradecimiento y to-
do a lo largo del libro. También debo dar las gracias a J.
A.H. Hunter, Howard C. Saar, y Dmitri E. Thoro quienes, co-
mo coeditores del Recreational Mathematics Magazine, tra-
bajaron mas allad de la llamada del deber. Ademas, el autor
desea expresar su gratitud a los casi diez mil suscriptores
cuyo apoyo y entusiasmo hicieron posible este libro.

J.S.M.
Kettering, Ohio
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1
DISECCIONES GEOMETRICAS

El libro se inicia de manera sencilla con una recreacién
matematica que no requiere casi trabajo con nimeros y, tal
como se demostrard en los capitulos siguientes, no puede
decirse que sea la Unica de esas caracteristicas. Las disec-
ciones geométricas implican cortar cualquier figura geomé-
trica de manera especifica. Por ejemplo, los rectangulos y
cuadrados pueden dividirse en cualquier nimero de cua-
drados méas pequenos y desiguales, o de rectangulos desi-
guales mas pequefos. Una diseccion semejante es la de un
cuadrado o de un tridngulo obtusédngulo, en el que un éan-
gulo tiene méas de 90°, en un nimero minimo de tridngulos
acutangulos, en los que los angulos tienen menos de 90°.

Hasta 1938, se creia que la diseccién de un cuadrado en
cuadrados desiguales mas pequefios no tenia solucién. En
ese ano, R.L. Brooks, C.A.B. Smith, A.H. Stone y W. Tutte,
miembros de la Sociedad Matematica Trinity, del Trinity Co-
llege, Inglaterra, lograron encontrar varias. Una de las solu-
ciones tipicas de este problema aparece en la figura 20a.

Aunque esta clase de recreacion es interesante y propor-
ciona gran entretenimiento, este capitulo se ocupara princi-
palmente de otro tipo de diseccidon geométrica: la conver-
sién de una figura en otra por el método de cortarla en un
numero finito de piezas, reacomodandolas luego para for-
mar la otra figura. En ese procedimiento encontraremos
cierta satisfaccion estética y matematica. La nueva figura,
por supuesto, tiene la misma superficie que la original, y el
sentimiento de logro aumenta cuando la transformacién se
lleva a cabo gracias a una diseccién que produzca el menor
nimero posible de piezas.

Desde hace tiempo se sabe que cualquier figura rectili-
nea plana, es decir, cualquier poligono, puede convertirse



Las esferas doradas | Joseph S. Madachy

en otra figura rectilinea plana de igual superficie si se la
corta en un numero finito de piezas. Cualquier poligono A,
puede cortarse en tridngulos dibujando diagonales desde
un vértice hasta otro vértice cualquiera, y estos tridngulos
pueden transformarse en rectdngulos que tengan bases de
igual longitud. Estos rectangulos pueden unirse para formar
un rectangulo mayor A'. Cualquier otro poligono B, con la
misma superficie del primero pero de forma diferente, tam-
bién puede dividirse en tridngulos por medio del trazado
de diagonales desde un vértice a otro. Una vez maés, estos
triangulos pueden transformarse en rectangulos que po-
seen la misma base, como aquellos formados por los tridn-
gulos del poligono A, y otro rectdngulo més grande B’ pue-
de formarse combinando estos rectdngulos mas pequefios.
Los dos rectangulos grandes A'y B' serdn congruentes, es
decir, que podrén superponerse y ambos coincidirdn en to-
dos sus puntos. Ahora bien, A" puede subdividirse en un
numero de rectdngulos igual al nimero de tridngulos que
habia en el poligono B. Si estos rectangulos son de la mis-
ma medida que los resultantes de B, pueden transformarse
en tridngulos de la misma medida de aquellos derivados
originariamente de B. Al combinar estos triangulos para for-
mar B se completa la transformacién de A en B. Desafortu-
nadamente, esta prueba no presta ninguna ayuda cuando
se trata de transformar a A en B usando el menor nimero
posible de piezas.

Para estas transformaciones no se necesitan célculos, pe-
ro las disecciones geométricas requieren usualmente cier-
tos conocimientos matematicos, que en general sélo se uti-
lizan para establecer que una diseccién determinada de
una figura produce efectivamente una nueva figura. Por
ejemplo, cuando se hace una transformaciéon de rectangulo
a cuadrado, hay que hacer célculos de longitud y superficie
para asegurarse de que el resultado sea un verdadero cua-
drado y no un rectdngulo que estd muy cerca de ser un
cuadrado. No se puede hacer a ojo.

Este campo tiene una larga historia. Por ejemplo, se utili-
za una diseccion en la que un cuadrado se convierte en dos
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cuadrados mas pequefios y desiguales en una antigua de-
mostracién del Teorema de Pitdgoras —un teorema que
afirma que en caso de tridngulos rectdngulos, el cuadrado
de la hipotenusa, el lado opuesto al angulo recto, es igual a
la suma de los cuadrados de los otros 2 lados—, aplicando
una diseccién geométrica, como se ve en la figura 1. Las
piezas que forman el cuadrado grande sobre la hipotenusa
se usan para formar los 2 cuadrados méas pequefios sobre
los otros lados del tridngulo.

La transformacién de cuadrados en hexdgonos regula-
res, poligonos de seis lados, o en heptdgonos, poligonos
de siete lados, se conocia a principios del siglo XIX, en tan-
to las disecciones de rectdngulos en cuadrados fueron des-
critas por el matematico francés Jean Etienne Montucla
(1725-1799) al menos un siglo antes. Los otros dos estudio-
sos mas afamados de este campo, Sam Loyd (1844-1911),
el més grande inventor de entretenimientos matematicos
de Estados Unidos, y Henry E. Dudeney (1847-1930), uno
de los mayores creadores y recopiladores de entretenimien-
tos matematicos de Inglaterra, hicieron sus contribuciones
al érea de la diseccién geométrica durante el Ultimo cuarto
del siglo XIX'y el primero del siglo XX. Desde la década de
1920 ha habido algunos descubrimientos aislados, pero
ahora, y probablemente durante muchos afios mas, un
hombre encabeza la investigacidon en el dmbito de esta di-
versién fascinante: Harry Lindgren, un funcionario de la ofi-
cina de patentes de Canberra, Australia, ha dedicado afios
a este estudio, y ha obtenido la mayor cantidad de records
por disecciones con la menor cantidad de piezas. Su libro
Geometric Dissections es el Unico existente que trata el te-
ma de manera exclusiva. Este clasico ha sido revisado por
Greg Frederickson, retitulado Recreational Problems in
Geometric Dissections and How To Solve Them, y ha sido
editado por Dover Publications, Inc., en 1972.

La diseccién mas simple posible de rectdngulo a cuadra-
do es la conversion de un rectangulo de 1x4 en un cuadra-
do, tal como aparece en la figura 2. Si la proporciéon ba-
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se/altura del rectdngulo no es exactamente de 4 a 1, no es
posible realizar una disecciéon en dos piezas utilizando un
corte recto.

4 Figura 2

‘ |

9 Figura 3

Hay otros rectangulos que pueden cortarse en sélo dos
piezas y convertirse en cuadrados si se utiliza la técnica de
"corte de escaldén”. Un rectdngulo de 9x4 puede cortarse
en dos piezas y transformarse en un cuadrado de 6x6 tal
como se ve en la figura 3. Las verticales de esta diseccion
de dos escalones son iguales a 2 unidades, las horizontales
son iguales a 3. Un rectangulo de 16x9 puede transformar-
se en un cuadrado de 12x12 por medio de una diseccién
con tres escalones (figura 4), y un rectangulo de 25x16
puede convertirse en un cuadrado de 20x20 utilizando una
diseccion de cuatro escalones (figura 5).

o |

Figura 4

Figura 5

25

A partir de estos ejemplos, podemos extraer la regla si-
guiente: un rectangulo puede dividirse en dos piezas de n
escalones, convirtiéndolo en un cuadrado, si las dimensio-
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nes del rectangulo guardan la proporciéon (n+1)? a n? y esta
proporcién es igual o menor que 4 a 1. Las dimensiones de
los lados del cuadrado resultante seran n’+n. De esto se
deriva una conclusién: a medida que n se aproxima al infini-
to, la proporcién (n+1)? a n? se aproxima a 1. La diseccién
de dos piezas con casi infinitos escalones de ese rectangulo
y su transformacion en el correspondiente cuadrado de 1x1
aparece en la figura 6. Lo que parece ser una linea diagonal
es, por supuesto, un nimero casi infinito de escalones.

 se hace tan pequeiio como se desee.

142 1

Figura 6

1+Z 1

Segun el valor elegido para n, existe un nimero infinito
de rectangulos cuya proporcién base/altura es menor de 4
a 1 que pueden ser divididos en dos piezas y transforma-
dos en cuadrados. Sin embargo, pueden hacer falta tres o
mas piezas para la transformacién de rectangulos con pro-
porciones base/altura mayores que 4 a 1, o en los que las
proporciones se encuentran entre (n+1)% a n? y (n+2)? a
(n+1)?, donde n es cualquier nimero positivo.

Un rectdngulo de 5x2 puede dividirse en tres o cuatro
piezas de diversas maneras para dar un cuadrado de
V10 x 4/10, tal como se ve en la figura 7.

5 Figura 7a

5 Figura 7b




Las esferas doradas | Joseph S. Madachy

5 Figura 7¢

Los rectdngulos cuya proporcién base/altura es menor
que 4 a 1, pero que no tienen una proporcién de la forma
(n+1)?a n? en la que n es un nimero entero, pueden trans-
formarse en cuadrados mediante tres piezas utilizando la
construccion general que se muestra en la figura 8 (x/y es
menor que 4). A medida que la proporcién base/altura se
hace mayor, aumenta el nimero de piezas requeridas. Por
ejemplo, véase la figura 9.

|

Figura 8

| I e

Figura 9a

l I I I

Figura 9b

El tema de las disecciones de rectangulos a cuadrados
no ha sido agotado, sino que tan sélo se ha dado una idea
de su amplitud. Ahora se analizarén figuras y disecciones
de mayor complejidad.

Las disecciones geométricas no son recreaciones de en-
sayo y error. Es cierto que se han obtenido algunos maravi-
llosos resultados a partir del esfuerzo denodado o de algu-

10
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nas iluminaciones geniales. Sin embargo, la mayoria de las
disecciones con un minimo de piezas han sido resultado de
la aplicacion de ciertos procedimientos estandar. Una de
esas técnicas se ilustrard mediante la demostracion de la di-
seccién en cuatro piezas de un tridngulo equilatero, cuyos
tres lados son iguales, para formar un cuadrado.

Se dibuja una banda de cuadrados (figura 10a), y una
banda de tridngulos equildteros, cada uno de los cuales po-
see la misma superficie que cada uno de los cuadrados (fi-
gura 10b). Si estas dos bandas se superponen de manera
de que los bordes de una pasen a través de los puntos con-
gruentes de la otra, se obtiene la diseccién buscada. La fi-
gura 10c muestra el método y el resultado.

Figura 10g

Figura 10b

Figura 10¢

Métodos mas sofisticados pueden producir algunas di-
secciones maravillosas, incluyendo figuras curvas, la conver-
sién de una figura en dos o mas figuras similares pero mas
pequefias, o la combinacién de varias pequenas figuras si-

11
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milares en otra mas grande pero diferente. Este Ultimo
ejemplo aparece ilustrado en la figura 11, en la que un cua-
drado ha sido seccionado y reacomodado para formar dos
pentagonos.

Figura |1

Obviamente, no todas las disecciones pueden resolverse
utilizando técnicas sistematicas o estandar; algunos proble-
mas pueden exigir enfoques totalmente nuevos. Las técni-
cas estandar usualmente indicarén el camino para lograr so-
luciones con un minimo de piezas, pero sélo en poquisimos
casos excepcionales puede demostrarse que una diseccion
determinada es la minima. Lindgren ha demostrado que
una diseccién con, aparentemente, un minimo de piezas a
menudo puede mejorarse.

Aquellos que deseen crear disecciones propias deben
seguir estas indicaciones:

1. Definir una superficie fija para todos los poligonos. Al-
rededor de veinticinco centimetros cuadrados es una su-
perficie conveniente, pero cualquier superficie servird siem-
pre y cuando

los poligonos sean suficientemente grandes como para
permitir que en la diseccidn se incluyan piezas pequefias
sin provocar confusién. Por supuesto, la superficie de cada
poligono regular debe ser calculada, y hay que determinar
la longitud de los lados de los diferentes poligonos.

2. Hacer un croquis preciso en tinta negra sobre papel
de calco, para poder darle la vuelta y ver la figura al revés.
Las lineas no deben ser gruesas.

3. Conserve todos los dibujos, incluso los que le parez-
can inutiles. Puede ser muy molesto tener que volver a di-
bujar una figura dificil cuando ya lo ha hecho pocos dias an-
tes.

12
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Ya he sefialado que las técnicas estdndar de diseccién
usualmente producen los mejores resultados, pero con téc-
nicas no estandar también se pueden obtener disecciones
maravillosas. La diseccién hecha por Sam Loyd de un cua-
drado en cinco piezas que pueden reacomodarse para for-
mar otras cinco figuras geométricas aparece en la figura 12.

N

Ademas, los poligonos que no tienen forma estandar
también pueden usarse... por ejemplo, las letras del alfabe-
to. La figura 13 muestra cémo cortar CUT en dos lugares y
reacomodar las piezas para formar un cuadrado. La H acha-
tada de la figura 14 puede ser cortada en cuatro piezas
idénticas... nada notable, pero que nos lleva al problema
de H?: tomar la misma H, hacer sélo un corte y reacomodar
las piezas para formar un cuadrado.

Figura 12

AN

Figura 13

Figura 14

13
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La solucién aparece en la figura 15. Primero la H se plie-
ga siguiendo la linea de puntos. Después se hace un Unico
corte, a través de ambos lados de la figura. Las cinco piezas
resultantes forman el cuadrado.

Figura I5

Esta diseccion en cinco piezas es minima, y puede ser
derivada de una técnica en mosaico como se muestra en la
figura 16. Un mosaico es un disefio producido sobre un pla-
no mediante la repeticién de una figura dada. En la figura
16, los dos disefios en mosaico se forman con la repeticién
de los cuadrados y de las H. El mismo método puede usar-
se en otra diseccién en cinco piezas para transformar la H
en una gran cruz griega (figura 17) o, utilizando seis piezas,
en dos cruces griegas iguales y mas pequenas (figura 18).

N |

N A\ i

Figural&

Figura |17
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